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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Elija una de las dos opciones, A o0 B, y contedesauatro preguntas que com-
ponen la opcion elegida. Si mezcla preguntas ddda®pciones, el tribunal podra anu-
lar su examen.

En el desarrollo de cada respuesta, detalle ygmplios procedimientos emplea-
dos en la misma. Se califica todo.

OPCION A

2
1°) Dada la funciénf (x) = ZX); _+43

a ) Obtener su dominio y los cortes con de suagafon los ejes coordenados (expli-
car).

b ) Hallar las asintotas horizontales y verticalesu grafica, justificandolas.

c ) Determinar intervalos de crecimiento, intergali@ decrecimiento y extremos relati-
vos de esta funcion. Justificar los resultadosrottes.

a)
El dominio de una funcién racional es R, exceptoMalores reales de x que anu-
lan el denominador.

=2
xX*-4=0 = (x+2)(x-2)=0 = {f——z = D(f)=>R-{-2 2}.
=
2
Cortes con el eje Xy=f(x)=0 = ZX’; _+43:0 . 2x*+3=0 = xOR.

La funcién f(x) no tiene puntos de corte con eb¢je

Cortes con el eje Yx=0 = f(o):_—a4 = A(o, —gj.
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b)

Las asintotas verticales son los valores finimg due hacen que la funcion valga
mas infinito o menos infinito, o sea, son los vafinfinitos de los limites laterales de
la funcién para los valores de x que anulan el ohémador:

x*-4=0 = (x+2)(x-2)=0= x =2;; x, =-2.

Las rectas x = 2 y x = -2 son asintotas verticaéeka funcion.

Las tendencias de las asintotas verticales s@igaentes:

[im lim 2x*+3 11
f(X): o > :—+:
X- -2 x-4 0

5

Para x=-2 =
[im im 2x°+3 11

+ f(X) + 2 =——-=
X - —2 X->=-2" x-4 0

Is

1 1 2
lim f() lim 2x*+3 11

X) = —00
X-+2" x*-4 0 =—

X—> 2

X)= R IR T
X-+2" x*=4 0 —

Las asintotas horizontales son los valores finijws toma la funcién cuando x
tiende a mas infinito o a menos infinito:

[im [im 2
f(x): 2); +3:2:
X — oo X —» oo X°—4 —=

<

La recta y = 2 es asintota horizontal de la funcion

Para estudiar los intervalos de crecimiento yet®griento, derivamos:

f'(X)Z 4x - (X2 —4)—(2x2 + @-ZX A -16x-4X°—Bx _ —22X

(x2 —4)2 (x2 —4)2 C(xe-af’

—-22X

mzo ;; —22x=0;; x=0.

f'(x)=0:>

f'(x)>0 = x<0 = Crecimieno: (-, —-2)0(- 2, 0)

f'(x)<0 = x>0 = Decrecimi@to: (0, 2)1(2, +)




Una funcion tiene un maximo o un minimo relativasgplos valores de x que
anulan la primera derivada; en este caso x = 0.

Para diferenciar los maximos de los minimos rabatise recurre a la segunda de-
rivada: si es positiva para los valores que anlalgorimera derivada, se trata de un mi-
nimo relativo y, se es negativa, de un maximo iraat

()= 22 (x2-4f —(-22x) -2-(x* - 4).2x _-22. (x*-4)+88x* _
(x2 -4) (< -4

_-22¢+88+88¢ _66x*+88 _ 223" +4)_ ., )
(x2 - 4)3 (x2 - 4)3 (x2 - 4)3 '

=202 8

f(0)= 0+3__3 = Maximo: A{O, _§j_
0-4 4 4

<0 = Maximo relativo para x = 0.
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2°) La temperatura T, en grados centigrados, qgeier@ una pieza sometida a un cier-
to proceso de 6 horas de duracion, viene dadanendfudel tiempo t trascurrido en ese
proceso por la expresién%m% (con 0<t<6). Determinar en qué momento

del proceso la pieza alcanza su temperatura maxiemaqué momento alcanza su tem-
peratura minima. Justificar las respuestas.

La temperatura sera maxima o minima para los eslque anulen la primera de-
rivada de la expresion dada de la temperatura.

T)=0+5 (t> -6t +10)- (5t-15) - (2t - 6) _ 5t =30t +50-10(t=35) - (t-3) _

(t2 - 6t +10f (t2 -6t +10f

_5t2-30t+50-10(t ~3)° _ 5t 30t +50-10{t> ~6t+9) _ 5t =30t +50-10t* + 60t ~90 _
(t2 - 6t +10f (t2 -6t +10f (t2 -6t +10)

_ -5’ +30-40_ t? -6t +8
(t2 -6t +10f (t2 -6t +10f

=T'(t).

2_ —
T()=0= -5 L 20*8 g 1 geg=0;; 1=V 32_6:4 _6:2 _
(t> -6t +10) > T,

=>t1=2;t=4.

Para diferenciar los maximos de los minimos serreaila segunda derivada; si
es positiva para los valores que anulan la prideravada se trata de un minimo vy, si es
negativa, de un maximo.

2t-6)(t2 -6t +10) — (> —6t+ 9 - 2. (t* - 6t +10) - (2t - 6)
(t2 -6t +10)*

T(t)=-5-

(2-6)ft” -6t +10)- 2" -6t +8f2t-6) | . (2-6)t" ~6t+10-2" +121-16)

0 (t2 -6t +10)° (t2 -6t +10f

:10_(t—3)(t2—6t+6)

. (2t -6)(~t2 + 6t - 6)
(t2 - 6t +10) (t2 - 6t +10)

-T().

- 2 _ @, - -
2-3)2*- 6 2+6):10.M:§:2_80>0:> Minimo para x = 2.

(22-6-2+10f (4-12+100 2°

T7"(2)=10- (

- 2 _ Q. - -
4-3)4* -6 4:6):10. 16-24+6 _~20_4 — Méximo para x = 4.
(42 - 6-4+10) (16-24+10° 2

T"(4)=10- (



El proceso alcanza la temperatura maxima a lagakle comenzar.
El valor de la temperatura maxima es la siguiente:

5-4-15 — o0+ 20-15 5

T 2T =00+ =2 =20+>=20+25=229=T,, .
42-6-4+10 16-24+10 2 T A

MAX

=20+

El proceso alcanza la temperatura minima a lag@shie comenzar.

El valor de la temperatura minima es la siguiente:

5-2-15 _ o0+ 10-15 5

T, =20+ = =20+—=20-25=17%=T, .
MIN 2°-6-2+10 4-12+10 2 —_—
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. - : 3 1
3°) Resolver la ecuacion matricial X +2C =3B, S|end0A:[ ) j B:(

1 4 , :
C :[_3 3} (detallar todos los calculos realizados).

A-X+2C=3B;; A-X+2C=3B-2C=M ;; A-X =M.
Multiplicando por la izquierda por A

AT A-X=ATM | - X=AT M => X=A1-M.
-3 1 1 4) (-9 3 -2 -8) (-11 -5

M =3B-2C = 3- -2. = + = =M
2 -2 -3 3 6 -6 6 -6 12 -12

3 1 . (3 -2
=-12+2=-10. Al =

-2 -4 1 -4)

4 - 4 1
Adj. de A' = = At=t. .
2 3 10 |-2 -3

Al

Sustituyendo en la expresion de X los valores deA:

woL (4 1) (11 -5)_1 (-44+12 -20-12)_1 (-32 -32
10 |-2 -3) (12 -12) 10 | 22-36 10+36 ) 10 \-14 46 )

—16 _16
— 5 5
X =
-7 23
5 5
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4x-2y+2=0
4°) Estudiar la posicion relativa de las recta{sT y*3_z ss{ XTeyre

-2 5 2X-y+z=5
(explicar el procedimiento utilizado).

4x-2y+z2=0

dada por unas ecuaciones paramétricas es |
2x—-y+z=5

La expresion dSE{

siguiente:

- 2X-y+z=5

_|4x-2y+z=0
T -y+z=5-2] -y+z=5-24

-2y+z=-4A 2y-z=44
= X=4A= yrz } y=z }:y:5+2/1;;

X=A
z=5-2A+y=5-21+5+24A=10=z = s=:y=5+2].
z=10

Los vectores directores de las rectas pueden,sef3 -2, 5) y v, =(1, 2 0) que,

evidentemente, no son paralelos por no ser prapmaltgs sus componentes, lo cual im-
plica, necesariamente, que las rectas no son [@ap®r lo cual: 0 se cortan o se cru-
zan.

Para diferenciar el caso determinamos el veeierBA, siendo A(2, -3, 0) un
punto de r y B(0, 5, 10) un punto de s.

w=BA=A-B=(2 -3 0)-(0,510)=(2 -8 -10).

Segun que los vectore%sT, v, , W} tengan rango 2 o 3 las rectas se cortan 0 s
cruzan, es decir, estan o no en un mismo planpecdsamente.

3 -2 5
Rangof{v,, V., W}=|1 2 0 |=-60-40-20-20%0 = Rangofv,, V., W}=3.
2 -8 -10

Las rectas r y s se cruzan.
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OPCION B

1°) a ) Dada la funcionf(x)=cos (3x), hallar las ecuaciones de las rectas tangente
normal a su gréafica en el punto de absgisa /12 (explicar).

b ) Hallar, justificando los resultados obtenidos, extremos relativos y los puntos de
inflexion de la funciéng(x) = 2x* -3x* -12x+5.

a)

i )= ]_Tz LT 2: i 2:& E 1
El punto de tangencia efe‘@)—co§4 [cos4j (\/Ej 5 :>T[ , j

La pendiente de la tangente a una funcién en atopes el valor de la derivada
en ese punto.

f'(x)=-2-cos(3x) -3- sen(3x) = -3sen(6x) = f'(x).

m= f'(l—’;):—Sseng:—B-lz—3:m.

La ecuacion de la recta tangente es la siguiente:

2 2

y—1=—3[x—£j » y—iz—3x+g 5 Ay—2=-12x+7 = t=12x+4y-(2+m)=0.

La normal a una curva en un punto tiene como peatelila inversa y de signo

contrario de la pendiente de la recta tangente:—% SHE I

-3 3
La ecuacion de la recta normal es la siguiente:

1 1 Vi 1 x 7
——==|{X-——| 5 y——=——— ::36y-18=12x-7 = n=12x-36y+({18-/77)=0.
y 2 3( 12) y 2 3 3 y y ( )

(o2}

b)
Una funcioén tiene un maximo o un minimo relatierg aquellos valores de x
gue anulan la primera derivada.

_1£41+8 _ 149 _1£3_

g'(x)=6x* —6x-12=0 ;; 6(x* ~x-2)=0 ;; X2 =x-2=0;; x= > , >

= Xx=-1;; x,=2.

Para diferenciar los maximos de los minimos serrea la segunda derivada: si



es positiva para los valores que anulan la prinsrarata de un minimo vy, si es negati-
va se trata de un maximo.

x=-1- g"(-1)=12-(-1)-6=-12-6=-18<0 ~ Méax para x=-1

g"(x)=12x-6 =
x=2 - g"(2)=12-2-6=24-6=18>0 — Min. para x=2

g(-1)=2-(-1)°-3-(-1?-12-(-1)+5=-2-3+12+5=12 = Max = A(-112).

9(2)=2-2°-3.22-12.2+5=16-12-24+5=21-36=-25 = Min. = B(2, -25).

Una funcion tiene un punto de inflexion para lasoves que anulan la segunda
derivada. Esta condicion, que es necesaria, nafeseste; para que exista punto de

inflexion tiene que ser distinta de cero la tera@avada para los valores que anulan la
segunda.

9"(x)=0= 12x-6=0; §2x-1)=0;; 2x-1=0 ;; x:%_

g"(x)=12#20 = P. I. para x=% :
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2°) Calcular el area comprendida entre la grafeedadfunciony =x*-6x*+8x y el gje
OX, haciendo un dibujo aproximado y explicando.

A 3 2
Y y = X° —6X° +8X ., .
Los puntos de corte de la funcidon con el eje de

abscisas son los siguientes:

y=x°—-6x"+8x= x(x2 —6x+8)=0 =

= x =0;; X¥*-6x+8=0;; x=0%V36-32 '326_32:
:Ei;:[%;:fi;jézzgi]_zj XZ::Z - x%::4
2 2

Puntos de corte O(0, 0), A(2, 0) y B(4, 0).

Teniendo en cuenta qufl)=1-6+8=3>0, la
representacion grafica de la situacion es la digu@a adjunta.

Jy-dx= P~ o0 -6+ -ax= X8 L8 X

Teniendo en cuenta la integral indefinida anteyide la observacion de la figura
se deduce el area a calcular, que es la siguiente:

S:J%y : dx+fy -dx=[F(X)]2 +[F(x))2 = F(2)-F(0)+ F(2)- F(4) = 2F (2)- F(0)- F (4)=S.

4 4
F(0)=0;; F(Z):%— 2:22+4.22=4-16+16=4 :; F(4)=47— 2.4+ 4.42 =

=64-128+64=0.

S=2-4-0-0=8u*=S
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2x+y-z=-1

39) Discutir la compatibilidad del sistema-2y+2z=m segun los distintos valores del
3X-y+mz=4

parametro m.

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

2 1 -1 2 1 -1-1
M=|1 -2 2|y M=1 -2 2 mj|.
3 -1 m 3 -1 m 4

El rango de la matriz de coeficientes en funciémdes el siguiente:

2 1 -1
IM|=|1 -2 2|=-4m+1+6-6+4-m=5-5m=51-m)=0 = m=1.
3 -1 m

Para m#1= RangoM = RangoM '=3=n° inc6g = Compatibledeterminado

2 1 -1-1
Param=1= M'=|1 -2 2 1|={c,=-C;} = RangoM'={C,, C,, C,} =
3 -1 1 4
2 1 -1
= [1 -2 1|=-16+1+3-6+2-4=-26+6=-2020 = RangoM'=3.
3 -1 4

Para m=1= RangoM =2 ;; RangoM'=3= Incompatitke
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Xx==-1+31-2u

4°) Dado el planor={y=4+1 (4, #0OR) y dado el punto P(0, 3, -1) exteriott,a
z2=-2+2A-5u

obtener las ecuaciones en forma continua, en fpar@métrica y como interseccion de

dos planos, de la recta r que pasa por P y esmubgodar al planar, explicando el pro-
cedimiento utilizado.

Dos vectores directores del plansonu =(312) y v=(2 0, 5).

Un vector director de r puede ser cualquiera @aelisealmente dependiente del
producto vectorial de los dos vectores directostplhnon:

i
v, =uxv=|[3 1 2|=5+4j-2k-15j=5i-11j-2k=(5 -11 -2)=v, .
2 0

r

g N X

X=54
La expresion de r por unas ecuaciones paramégsias, y=3-111 .
z=-1-2A

y-3_z+1

Continua:r == =Y=
5 -11 -2

-11x=5y-15 11x+5y =15
-2x=5z+5 '

Como interseccion de dos planes: =r=
2X+5z=-5
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