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Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre 
las ocho propuestas. Sólo se tendrán en cuenta las respuestas claramente justificadas 
usando lenguaje matemático o no matemático, según corresponda. Se valorarán nega-
tivamente los errores de cálculo. Se permite utilizar calculadora científica básica. No 
se permite el uso de calculadoras gráficas ni programables, ni de dispositivos con ac-
ceso a Internet o aparatos que puedan transmitir o almacenar información. 
 

1º) Dado el sistema de ecuaciones  
       � + � + � = 55� + �� − � = 11  3� − � + �� = 2
 en función del parámetro �: 

 �) Discutir para qué valores de � el sistema tiene solución y cuántas tiene en cada caso. 
 �) Encuentra la solución del sistema para � = 2. 
 

---------- �)  
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 � = �1 1 15 � −13 −1 � � y �′ = �1 1 15 � −13 −1 �     5112 �. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 

|�| = �1 1 15 � −13 −1 � � = �� − 5 − 3 − 3� − 1 − 5� = 0;  �� − 8� − 9 = 0;  
 

� = �±√�� !�
� = �±√"##

� = �±"#
� = 4 ± 5 ⇒ �" = −1, �� = 9. 

 

'�(� )� ≠ −1� ≠ 9 + ⇒ ,�-. � = ,�-. �/ = 3 = -º 1-2ó.. ⇒ 5. 6. 7. 
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'�(� � = −1 ⇒ �/ = �1 1 15 −1 −13 −1 −1    5112 � ⇒ ,�-. �/ ⇒ 86� = 6!9 ⇒  

 

⇒ 86", 6�, 6�9 ⇒ �1 1 55 −1 113 −1 2 � = −2 − 25 + 33 + 15 + 11 − 10 = 59 − 37 =  

 = 22 ≠ 0 ⇒ ,�-. �/ = 3. 
 

'�(� � = 9 ⇒ �/ = �1 1 15 9 −13 −1 9     5112 � ⇒ ,�-. �/ ⇒ 86", 6�, 6�9 ⇒  

 

⇒ �1 1 55 9 113 −1 2 � = 18 − 25 + 33 − 135 + 11 − 10 ≠ 0 ⇒ ,�-. �/ = 3.  

 

'�(� )� = −1� = 9 + ⇒ ,�-. � = 2;  ,�-. �/ = 3 ⇒ 51;<=>� 1-2?>@�<1�A=. 
 �)  

 Para � = 2 el sistema resulta 
       � + � + � = 55� + 2� − � = 11  3� − � + 2� = 2
, que es compatible determi-

nado. Resolviendo por la regla de Cramer: 
 

 � = � B " """ � C"� C" � �
�DC�·�CF = �#C""C�C�CBC��

�C"�CF = �#C��
C�" = C��

C�" = �
G. 

 

 � = �" B "B "" C"! � � �
C�" = �� "#C"BC!! �CB#

C�" = !�CF�
C�" = C��

C�" = ��
�". 

 

 � = �" " BB � ""! C" � �
C�" = �C�B !!C!# ""C"#

C�" = ��C�B
C�" = C"G

C�" = "G
�". 

 5?AH21ó-: � = �
G ;   � = ��

�" ;   � = "G
�". 

 
********** 
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2º) Un ayuntamiento concede licencias para la construcción de una urbanización de, 
como máximo, 120 viviendas de dos tipos, A y B. Para ello la empresa constructora 
dispone de un capital máximo de 15 millones de euros, siendo el coste de construcción 
de la vivienda de tipo A de 100.000 euros y el de tipo B de 300.000 euros. El beneficio 
obtenido por la venta de una vivienda de tipo A es de 20.000 euros y por la venta de 
uno de tipo B es de 40.000 euros.  
 �) Plantea la maximización del beneficio de la compañía como un problema de pro-
gramación lineal. 
 �) Dibuja la región factible para la solución, indicando las rectas que la delimitan. 
 2) Calcular el número de viviendas de cada tipo que deben construirse para obtener un 
beneficio máximo. Determinar también este beneficio máximo. 
 

----------  �)  
Sean � = � el número de viviendas de los tipos A y B que construye la empresa, 

respectivamente. 
 
Las restricciones impuestas son las siguientes: 
 

   � + � ≤ 120100.000� + 300.000� ≤ 15.000.0000 � ≥ 0;  � ≥ 0 
    � + � ≤ 120� + 3� ≤ 150 � ≥ 0;  � ≥ 0
. 
�)  ① ⇒ � + � ≤ 120 ⇒ � ≤ 120 − � ⇒ MN0, 0) → 51. 
 ② ⇒ � + 3� ≤ 150 ⇒ � ≤ "B#CQ

! ⇒ MN0, 0) → 51. 
 
 La región factible es la zona que aparece sombreada en la figura adjunta. 
 

Los vértices de la sección factible, además del origen, son los siguientes: 
 

R ⇒                � = 0� + 3� = 150S ⇒ RN0, 50). 
 

T ⇒   � + � = 120� + 3� = 150S −� − � = −120� + 3� = 150  S  ⇒  

  2� = 30;  � = 15; � = 105 ⇒ TN105, 15).  
 

6 ⇒ � + 3� = 150               � = 0S ⇒ 6N150, 0). 

 
 La función de objetivos es UN�, �) = 20.000� + 40.000�. 

x 120 60 
y 0 60 

x 150 0 
y 0 50 

② 

① 
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R 

T 
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W 
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 Los valores de la función de objetivos en cada vértice son los siguientes: 
 R ⇒ UN0, 50) = 20.000 · 0 + 40.000 · 50 = 0 + 2.000.000 = 2.000.000. 
 T ⇒ UN105, 15) = 20.000 · 105 + 40.000 · 15 = 2.100.0000 + 600.000 =  
 = 2.700.000. 
 6 ⇒ UN150, 0) = 20.000 · 150 + 40.000 · 0 = 3.000.000 + 0 = 3.000.000. 

 
 El valor máximo se produce en el punto C. 
 
 También se hubiera obtenido el punto C por la pendiente de la función de obje-
tivos, como puede observarse en la figura. 
 

 UN�, �) = 20.000� + 40.000� = 0 ⇒ � = − �#.###
�#.### � = − �

� � ⇒ > = − �
�. 

 YA �=-=U121? =; >á�1>? 2?-;<(H�=-[? 105 \1\1=-[�; [= <1@? R � 15 [= <1@? T. 

 YA �=-=U121? >á�1>? =; [= 2.700.000 =H(?;. 

 
********** 
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3º) Considera las matrices: � = ]^ 1 02 −1 3^_  � ` = � 0 2^ −1−2 3 �. 

 �) Razona si es posible calcular los productos � · ` y ��. En caso de que lo sean, 
calcular los mismos. 
 �) Estudia para qué valores de ^ es invertible � · `. 
 2) Calcular la inversa de � · ` para ̂ = 1. 
 

[) Para ̂ = 1, halla la matriz W que cumple que N� · `) · W = T, con T = ]2 00 1_. 

 
---------- �)  

Para que el producto de matrices sea posible es necesario que el número de co-
lumnas de la matriz multiplicando sea igual al número de filas de la matriz multiplica-
dor siendo las dimensiones de la matriz producto el número de filas de la primera y el 
número de columnas de la segunda: �Na,b) · Ǹb,c) = 'Na,c). 
 
 En el caso que nos ocupa: 
 

Es posible �N�,!) · Ǹ!,�) = N� · `)N�,�) y no es posible �N�,!) · �N�,!). Para que 
una matriz pueda multiplicarse por sí misma es necesario que sea cuadrada. 
 

 � · ` = ]^ 1 02 −1 3^_ · � 0 2^ −1−2 3 � ⇒ � · ` = ] ^ 2^ − 1−7^ 9^ + 5_. 

 �)  
 Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 
 

 |� · `| = d ^ 2^ − 1−7^ 9^ + 5d = 9^� + 5^ − N−14^� + 7^) = 23^� − 2^ = 0; 
 ^N23^ − 2) = 0 ⇒ ^" = 0;   23^ − 2 = 0 ⇒ ^� = �

�!. 

 � · ` =; 1-\=(<1�A= ∀^ ∈ , − )0, �
�!+. 

 2)  

Para ̂ = 1 es � · ` = ] 1 1−7 14_.    |� · `| = d 1 1−7 14d = 14 + 7 = 21. 

 

N� · `)g = ]1 −71 14_ ;   R[h. [= Rg = ]14 −17 1 _. 
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 N� · `)C" = ijk.jl Nm·n)o
|m·n| = ]"� C"G " _

�"  ⇒  N� · `)C" = "
�" · ]14 −17 1 _. 

 [)  N� · `) · W = T;  N� · `)C" · N� · `) · W = N� · `)C" · T;    
 p · W = N� · `)C" · T ⇒ W = N� · `)C" · T. 
 

  W = N� · `)C" · T = "
�" · ]14 −17 1 _ · ]2 00 1_ ⇒ W = "

�" · ]28 −114 1 _. 

 
********** 
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4º) Dada la función UN�) = ��! + ��� + �, definida ∀� ∈ ,. 
 �) Encuentra � � � sabiendo que UN�) tiene un punto crítico para � = 1 y su gráfica 
pasa por el punto 'N3, 0). 
 �) Estudia el crecimiento y decrecimiento de UN�) para � = 3 � � = 3. 
 

---------- �)  
 Por tener UN�) un punto crítico para � = 1 es U/N1) = 0. 
 
 U/N�) = 3��� + 2�� + 1. 
 U/N1) = 0 ⇒ 3� · 1� + 2� · 1 + 1 = 0;   3� + 2� = −1.     (1) 

 
Por pasar por 'N3, 0) es UN3) = 0. 
 UN3) = � · 3! + � · 3� + 3 = 0;   27� + 9� = −3;   9� + 3� = −1.     (2) 
 
Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2): 
 3� + 2� = −19� + 3� = −1+       9� + 6� = −3−9� − 3� = 1 + ⇒ 3� = −2 ⇒ � = − �

!.  

 3� + 2 · ]− �
!_ = −1;   9� − 4 = −3;   9� = 1 ⇒ � = "

F. 

 �)  
Para � = 3 � � = 3 la función es UN�) = 3�! + 3�� + �. 

 
Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o 

negativa, respectivamente. 
 

 U/N�) = 9�� + 6� + 1.   
 U/N�) = 0 ⇒ 9�� + 6� + 1 = 0;  N3� + 1)� = 0 ⇒ U/N�) > 0, ∀� ∈ 7NU). 

 
El dominio de UN�) es R, por ser polinómica, por lo cual: 

 r� UH-21ó- UN�) =; >?-ó<?-� 2(=21=-<= =- ,. 

 
********** 
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5º) El beneficio TN�), en euros, que obtiene una empresa por la venta de � unidades de 
un determinado producto viene dado por la función TN�) = −�� + 300� − 16.100, 
con � > 0. 
 �) Calcula el beneficio si venden 110 unidades. 
 �) Representa gráficamente la función. 
 2) ¿Cuántas unidades ha de vender para que el beneficio sea máximo? ¿Cuál es este 
beneficio? 
 [) ¿Cuántas unidades ha de vender para tener un beneficio de 3.900 euros? ¿Y para 
tener un beneficio superior a 3.900 euros? 
 

---------- �)  
 TN110) = −110� + 300 · 110 − 16.100 = −12.100 + 33.000 − 16.100 = 
 = 33.000 − 28.200 = 4.800. 
 51 ;= \=-[=- 110 H-1[�[=; ;= ?�<1=-= H- �=-=U121? [= 4.800 =H(?;. 

 �)  
La función TN�) = −�� + 300� − 16.100 es una parábola cóncava N∩) por ser 

negativo el coeficiente de �� y cuyo vértice es el siguiente: 
 T/N�) = −2� + 300 = 0;   � − 150 = 0 ⇒ � = 150. 
 TN150) = −150� + 300 · 150 − 16.100 = −22.500 + 45.000 − 16.100 =  

 = 45.000 − 38.500 = 9.500 ⇒ tN150, 6500). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Otros puntos de la parábola son los siguientes: 
 TN100) = −100� + 300 · 100 − 16.100 = −10.000 + 30.000 − 16.100 =  
 

V 

t 

T R 

M W 
50 

2.000 

200150 100

4.000 

8.000 

6.000 

TN�) 
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= 30.000 − 26.100 = 3.000 ⇒ RN100, 3900).  
 
 Por simetría con respecto al eje de la parábola: TN200, 3900). 
 2)  YA �=-[U12? =; >á�1>? \=-[1=-[? 150 H-1[�[=;. 

 YA �=-=U121? >á�1>? =; [= 9.500 =H(?;. 

 [)  YA �=-=U121? =; [= 3.900 =H(?; \=-[1=-[? 100 ? 200 H-1[�[=;. 

 YA �=-=U121? =; >��?( [= 3.900 =H(?; \=-[1=-[? =-<(= 100 ? 200 H-1[�[=;. 

 
********** 
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6º) Considera la función definida a trozos: UN�) = u�� − 3� + 2  ;1  � < 0=aQ + 1  ;1  � ≥ 0 . 

�) Calcula los valores de � para que U sea continua y derivable. 
 �) Para � = 4 calcula el área comprendida entre la gráfica de UN�) y las rectas de 
ecuaciones � = 1, � = 2 = � = 0. 

----------  �)  
Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea 

continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su con-
tinuidad. 
 
 La función UN�) es continua en R, excepto para � = 0, cuya continuidad es du-
dosa y se van a determinar los valores reales de � para que lo sea. 
 
 Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la 
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 
 

 '�(� � = 0 ⇒ w limQ→#{ UN�) = limQ→#N�� − 3� + 2) = 2                      
limQ→#| UN�) = limQ→#N=aQ + 1) = 1 + 1 = 2 = UN0) ⇒ 

 ⇒ limQ→#{ UN�) = limQ→#| UN�) = UN0) ⇒ � ∈ ,. 

 
 La función UN�) es derivable en R, excepto para � = 0 cuya derivabilidad se va 
a forzar determinando el correspondiente valor de �. 
 
 Una función es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y 
por la derecha son iguales en ese punto. 
 

 U/N�) = ) 2� − 3  ;1 � < 0� · =aQ  ;1  � ≥ 0    ⇒ � = 0 ⇒ U/N0) = )−3  ;1  � < 0�  ;1  � ≥ 0 ⇒ 

  ⇒  U/N0C) = U/N0 ) ⇒ −3 = �. 
 r� UH-21ó- UN�) =; 2?-<1-H� � [=(1\��A= =- � = 0 @�(� � = −3. 

 �)  
 Para � = 4 la función es UN�) = =�Q + 1 > 0, ∀� ∈ ,, por lo cual, la superficie 
a calcular es la siguiente: 
 

 5 = } UN�)�" · [� = } N=�Q + 1)�" · [� ⇒ ~ 4� = <[� = "
� · [<�� = 2 → < = 8� = 1 → < = 4� ⇒ 

 ⇒ 5 = "
� · } N=g + 1)�� · [< = "

� · �=g + <��� = "
� · �N=� + 8) − N=� + 4)� =  
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= "
� · N=� + 8 − =� − 4) = "

� · N=� − =� + 4). 

 

5 = �l�
� · N=� − 1) + 1� H� ≅ 732,59 H�. 

 
********** 
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7º) El peso de las personas de un colegio mayor siguen una ley normal de media 70 kg 
y desviación típica 15 kg. Si se elige una persona al azar del colegio, calcula la proba-
bilidad de los siguientes eventos: 
 �) Su peso sea superior a 80 kg.  �) Su peso sea inferior a 50 kg. 
 2) Su peso esté comprendido entre 60 y 120 kg. 
 

----------  
 7�<?;:  � = 70;   � = 15. 
 W → `N�;  �) = `N70, 15).  Tipificando la variable: � = �CG#

"B . 

 �)  ' = 'NW > 80) = ' ]� > �#CG#
"B _ = ' ]� > "#

"B_ = 'N� > 0,67) =  

 = 1 − 'N� < 0,67) = 1 − 0,7486 = 0,2514. 
 �)  ' = 'NW < 50) = ' ]� < B#CG#

"B _ = ' ]� < C�#
"B _ = 'N� < −1,33) =  

 = 1 − 'N� ≤ 1,33) = 1 − 0,9082 = 0,0918. 
 2)   ' = 'N60 < W < 120) = ' ]�#CG#

"B < � < "�#CG#
"B _ = ' ]C"#

"B < � < B#
"B_ =  

 = 'N−0,67 < � < 3,33) = 'N� < 3,33) − �1 − 'N� < 0,67)� =  
 = 'N� < 3,33) − 1 + 'N� < 0,67) = 0,9996 − 1 + 0,7486 = 1,7482 − 1 =  
 = 0,7482. 

 **********  
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R 

T 

'�R ∩ T� = 1 − 'NR ∪ T) 

8º) De dos acontecimientos A y B de un mismo espacio muestral se sabe que: 'NR ∩ T) = 0,1; '�R ∩ T� = 0,6 � 'NR/T) = 0,5, donde R � T denotan los aconte-
cimientos complementarios de A y B, respectivamente. 
 �) Calcula 'NT).    �) Calcula 'NR ∪ T). 
 2) ¿Son los sucesos A y B independientes? Razona la respuesta. 
 

---------- 
 7�<?;: 'NR ∩ T) = 0,1; '�R ∩ T� = 0,6 � 'NR/T) = 0,5.  

 �)  

 'NR/T) = �Ni∩�)
�N�) ⇒ 'NT) = �Ni∩�)

�Ni/�) = #,"
#,B ⇒ 'NT) = 0,2. 

 �)  
 '�R ∩ T� = 1 − 'NR ∪ T) ⇒ 'NR ∪ T) = 1 − '�R ∩ T� = 1 − 0,6 ⇒ 
 ⇒ 'NR ∪ T) = 0,4. 
 2)  
 Dos sucesos A y B son independientes cuando 'NR ∩ T) = 'NR) · 'NT): 
 'NR ∪ T) = 'NR) + 'NT) − 'NR ∩ T) ⇒ 0,4 = 'NR) + 0,2 − 0,1;  
 0,4 = 'NR) + 0,1 ⇒ 'NR) = 0,3. 
 
 'NR) · 'NT) = 0,3 · 0,2 = 0,06 ≠ 0,1 = 'NR ∩ T). 
 '?( A? =�@H=;<? �-<=(1?(>=-<= A?; ;H2=;?; R � T -? ;?- 1-[=@=-[1=-<=;. 

 
********** 
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