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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Contestar de manera clara y razonada una de $aspboones propuestas. Cada
cuestion se puntua sobre 10 puntos. La calificafiial se obtiene de dividir el total
entre cuatro.

OPCION A

1°) Demostrar que, para cualquier valor real déarecuacionx® -3x+m =0 no tiene
dos raices diferentes que pertenezcan al intej@ald.

Considerando la funciém(x) = x* - 3x +m, que por ser polinémica es continua y

derivable en su dominio, que es R, por lo cuakla@icable el Teorema de Bolzano en
cualquier intervalo real de su dominio.

Segun el Teorema de Bolzano: “Si una funcion €¢@#inua en un intervalo ce-

rrado [a, b] y en los extremos de éste toma valdeedistinto signo, entonces existe al
menos un valocO(a, b) tal quef(c)=0".

Teniendo en cuenta quig(x) = 3x* -3=3(x* -1), Ox(0, 1) = f'(x)<0, lo que
significa que en el intervalo considerado la funcg® mondtona decreciente, es decir:
que, si tiene alguna raiz, tiene que ser Unica.

Dependiendo del valor de m y considerando la imen el intervalo (0, 1):

Sim<2 = f(x)<0

= {Si0<m<2 = f(0)<0<f(1)

Sim>2 = f(x)>0
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|m| >2 = Ningunaraiz real.

De lo anterior se deduce que para
|m| <2 = Una raiz real

En ningun caso la ecuacion tendra dos raices realekintervalo [0, 1], c.q.d.
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2°) De los planos paralelos al planea x+y +z =8, encontrar los que determinan con
los ejes de coordenadas un triangulo de &re&./3 u?.

Los planos paralelosa= x+y+z=8 son de la forma =x+y+z=D.

Los puntos de corte del plamocon los diferentes ejes coordenados son:

X :{Z:g} - AD, 0,0);; Y:{’Z‘:g} . B(0, D, 0);; z:{’;g} . c(o, 0, D)

Los vectores que determinan el triangulo son:

—_—

u=AB=B-A=(0, D, 0)-(D, 0, 0)

(-D, D, 0)

v=AC=C-A=(0,0 D)-(D, 0, 0)

(-D, 0, D)

El area de un triAngulo es la mitad del area dedlplogramo que determinan dos
vectores y el area del paralelogramo, a su vee| sgdulo del producto vectorial de
los dos vectores, por lo cual:

L R R
SABC:E-‘UDV‘:&@;;E- -D D 0)=8/3; —-|-1 1 0|=8/3;
D 0 D 10 1

D? |i+k+2j|=16V3 ;; D? -[i +2j+k|=16V3 ;; D? - V12 +22 +1* =16V3 ;;

D?.6=16J3 :: D’ :L\/c‘éé:%:&/i:\/lzs - D=+4/128=+42" =+24/8=D

Los planos pedidos son:

alzx+y+z+24\/§:o 5 a25x+y+z—2‘{/§:o
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39) Calcular el area de la regién limitada pordava y =L x y las rectas y =0y = L3
y x = 0.

La representacion gréafica de la situacidn en jaresada en el grafico, donde

puede observarse que todas las ordenadas dedayredt 3 son mayores que las de la
curvay =1L 3.

3 3 3 3 0
S=[(L3-Lx)-dx=[L3-dx~[Lx dx=L3[dx+[Lx-dx=L3-1,+1, (¥
0 0 0 0 3

I, =

dx=[x]s =3-x=3u? =1,

ot w

X

1
IZ:fo-dx:>Uudv:uv—jvd&:3 LX=u—du=—>-dxl _,
0 dX:dV—>V:X

:3I2:{Lx-x—jx-%-d{[:JxLx—jdAZ:[xLx—ﬂg:dex—QH:

=0-(Lo-1)-[3- (L3-1]=A-3L3+3=1, (%

Para poder calcular el valor de la expresion Aapar 0 tenemos que recurrir al
limite:



lim lim Lx-1 00 ) lim
A= x-(Lx-1)] = = -— = Indet. = {L' Hopital} = X =
X X2
[im
- Xx=0=A
X -0 -

Sustituyendo en (**) resultal, =3-3L3=3(1-L3)u*=1,.

Sustituyendo en (*) los valores deelb, resulta:

S=L3-1,+1,=0L3-3+3-3L3=3u*=S
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X+y+z=2
4°) Resolver el sistema2x+3y+z=3 cuando sea compatible indeterminado.
kx+10y+4z=11

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagsestes:

1 11 1 1 1 2
M=12 3 1|;;, M'={2 3 1 3
k 10 4 k 10 4 11

Para que el sistema sea compatible indetermireglcahgos de ambas matrices
tienen que ser iguales y menor que el numero dgmias.

11 . .
Como e% ) 3‘ =3-2=1#0, el rango de ambas matrices tiene que ser dos.

Vamos a determinar el valor de k que tiene queptiuta condicion:

111
IM|[=|2 3 1|=0= 12+20+k-3-10-8=14-2k=0;; k=7
k 10 4

1 1 1 2
Parak=7 = M'=[2 3 1 3|={C +C,=C,} = RangoM'=2, cqc.
7 10 4 11

X+y+z=2
Para k = 7 resulta el sistemax+3y+z=3
7Xx+10y+4z=11

Despreciando una de las ecuaciones y parametazaradde las incognitas:

N
1

X+y+z=2 X+ty=2-A| —-2x-2y=-4+2A _
{2X+3y+z:3 = 224 = 2x+3y=3-A 2x+3y=3- = y=-1+4

X+ty=2-A;;, X=2-A-y=2-A+1-A=3-21=X
Xx=3-21

Solucion: s y=-1+ A, OAOR
z=A
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OPCION B

1°) Demostrar que existe al menos un valor real pi@ra el cual se verifica la siguiente
igualdad:ser x = x-2.

Considerando la funciéh(x) = senx - x + 2, que es continua en R, por ser la sma

de tres funciones continuas en R, por lo cual gaiéele aplicar el Teorema de Bolzano
a cualquier intervalo real que se considere.

Considerando el interval®, 7|, en el cual se cumple que:
f(0)=sen0-0+2=0+2=2>0
f(m)=senm-m+2=0-m+2=2-7<0

De lo expuesto anteriormente se deduce que laciécuaer x = x -2 tiene al
menos una raiz real en el intervip 7], c.q.d.

Graficamente también se puede demostrar la cogstidida.

Considerando las funcioneggx) = senx y h(x)=x-2; la existencia de un punto
P de corte demuestra lo pedido.

o 1 — / S
P g(x) = sen x
| \ T | 21
1 O 1 ! 2 C \ /
1 \ A/
h(x) =x-2
2
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2°) Encontrar el valor maximo que puede tener eh &e un rectangulo sabiendo que

tiene dos lados sobre la parte positiva de losdgesoordenadas y que el vértice no si-
2

2
tuado en estos lados esta sobre la elipse de énu%ciry? =1.

La ecuacién de una elipse cuyo centro coincideetarigen de coordenadas y
los ejes principal y secundario se encuentran dobrejes de abscisas y ordenadas, res

. X2 y2
pectivamente, es— +-— =1.
a

b2
La elipse dada tiene como parametrosa=3yb =2
La representacion grafica de la situacion egjlaisnte:

A

Y

/ \

" TN

e

\\ //

El valor de la superficie del rectangulo 8s a - b, que tiene que ser maxima,
por lo que su derivada tiene que anularse.

2 2

Por pertenecer el punto P(a, b) a la elié(ésekyjzl tiene que satisfacer su

., 2 p? ..
ecuacion, por lo cua% +7 =1. Expresando b en funcion de a es.

4a® +9b* =36 ;; 9b* =36-4a° ;; b’

_36-4a° b:\/36—4a2 _36-4a’ b

9 9 3

Sustituyendo este valor en el area:



[ap _ 142
S:a-b:a-%:%-x/%az—%“ :g-\/gaz—a“

a3 T,
S':g. 18a-4a :gg 2a :O:>9—2a220;;2a2:9;;a:i:ﬂ:a
3 249a%*-a* 3 49-a? V2o 2
b:\/36—4a2 :«/36—18:\/1_8:3\/52\/§:b
3 3 3 3 -
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3°) Se considera la funcioh(x) =v/x? + x +2. Demostrar que es continua en R y que

: . A
tiene un minimo para un valor de la funC|on—\</al2_e.

Considerando el discriminante de la raiz, resyl

x2+x+2=(x+1)?+1>0 OxOR

De lo anterior se deduce que el dominio de f(X¥Rges. g. d.

Una funcion tiene un minimo relativo para los vesode x que anulen la segunda
derivada y que, para esos valores, la segundaaderes positiva.

f'(x B 2x+1 0— 2x+1

_2\/X2+X+2_ 20X+ x+2

=0;; 2x+1=0;; x=-

N

2
2.l exra)-(xe)) 2. 2L afexez- 2]

£(x) = VX +X+2 _ VXE+X+2 _
(Zx/x2 + x+2)2 4 +x+2)
_ A+ x+2) - (4% +4x+1) _ 4x® +4x+8-4x* —4x -1 _ 7

A(x? +x+2) - x2+x+2 ) A(x? +x+2) X +x+2 _4(x2+x+2)-x/x2+x+2 )

= 7“X2+X+)2 = f'(x)

4(x? +x+2

7ty g [im2¢8 0 7 T
f"(—i): = 4 = = 2 :2\/7
’ 4.7 7

2 2 2
1_1+2j 4(1—2+8j 4(7
4 2 4 4

f(-1)= £_£+2: 1_2+8:\/7 = Minimo = P| -
N4 2 2

~

NP
N
D

>0 = Minimo, cgc.

42

N——

4

V7
)

N
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Ix+8y-z=0

o . . ., . . JX—y= -4
4°) Estudiar la posicion relativa de los siguientatro planos 2x+3y-5z= -1
Xx+y=0

Teniendo en cuenta los vectores normales de ltsacplanos se observa que no
existen planos coincidentes ni paralelos.

Una forma de estudio es considerar dos paresat®$l que cada uno de ellos
determina una recta, asi, los dos primeros detamimrecta r y los dos ultimos deter-
minan la recta s. Estudiamos ahora la posiciotivalde las rectas.

Las dos rectas determinan un sistema de cuat@cieags con tres incognitas,
gue segun los rangos de las matrices de coefisidhteampliada M’ se tiene:

Si Rango M = Rango M’ = 2> Rectas coincidentes.
Si Rango M =2 y Rango M’ =3> Rectas paralelas.
Si Rango M = Rango M’ = 3> Rectas secantes (se cortan en un punto).

SiRango M =3y Rango M’ =4 Las rectas se cruzan.

7 -8 -1 O
: : -1 0 -4
La matriz ampliada eBl'= :
3 -5 -1
1 1 0 O

Veamos cual es el rango de M’:

7 -8 -1 0 7 -15 -1 0
L1 -1 0 -4 1 -2 0 -4
M| = o ={c, - c,-c}= . =
2 3 -5 -1 2 -1 -5 -1
1 1 0 O 1 0 0 O

Desarrollando por los elementos de la dltima fila:

-15 -1 0| [15 1 0
IM'|=-1-|-2 0 -4/=|2 0 4/=4-300-2=-298#0= RangoM'=4
-1 -5 -1] |1 5 1

Por ser Rango M = 3y Rango M’ = 4, las rectasreean.




Teniendo en cuenta que no existen planos ni @@nées ni paralelos, la posicion
relativa de los cuatro planos es que:

Los planos se cortan dos a dos
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