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El alumno debera contestar de manera clara y aalzoa una de las dos opciones
propuestas que a continuacion se proponen.

Cada una de las cuatro cuestiones del repertiegode puntuara 2'5 puntos como
maximo.

OPCION A

1°) Se considera la funcioi(x) = -xLx. Se pide:

[im

—

lim
a ) Calcular
X

—

0 f(x) y < f(X).

b ) Demostrar que f(x) presenta un maximo relapiaa x = E.
€

c ) Hacer una gréfica de esta funcion.

a)
[im [im ) im —-Lx o
f(x) = -xLx)=-0- (- = Indeterminado = ——=—=
L o= T xLx) (- ) x.0 1 -1
X 0
_1
00 . lfim X lim
=— = Ind. = L'Hopital = —= x=0
0o X—»O_i X -0 =
X2
lim i
f(x)= (- XLx)= =00 - (-0) =00? =0
b)
. 1 Y . . 1
f'(x)=-1-Lx-x-==-Lx-1;; f'(x)=0 = -Lx-1=0;; Lx=-1;; x==
X e
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=-e<0 = Maximo relativo para X :E, cqgd.
e

Para hacer una grafica de f(x), ademas de los datdlitados por los apartados
anteriores conviene tener en cuenta lo siguiente.

La funcion esta definida solamente para valores neyores que cero. (Los nu-
meros negativos no tienen logaritmo y el logaritheccero es menos infinito, que no es

real).
Se anula para x = 1, por lo tanto pasa por elgA(it, 0).

El maximo relativo es el siguiente punto:

-1=1 = p(i, Ej

1 11
f'@)=-=-L==-=-(L1- Le)=-
@)=-2 L =7 (Li-Le) o

DIlF

fr(x)=-2 = f'(x)#0, OxOR y tambiénf"(x)<0, OxOR, lo cual significa
X
que la funcion no tiene puntos de inflexion; quecexiente en el mtervaIE)O, —j y
e

, 1 . ..
decreciente eﬁ—, + ooj y que es céncavén ) en su dominio.
e

De los limites de los apartados anteriores seadegue no tiene asintotas.

Con los razonamientos y datos anteriores podesimsar con bastante exactitud
la grafica de la funcion, que es la que sigue.

Ya
1

f(X)
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2°) Se considera el conjunto M de las matricest8k% que en cada fila y en cada co-
lumna tienen dos ceros y un 1. Se pide:

a ) Escribir todas las matrices del conjunto M.

b ) Ver que todas estas matrices tienen inversa.

a)

Por seguir un orden he partido de la matriz | yraatenido el primer uno en el

elemento a y he completado los dos casos posibles; despuésple&do en proceso
con los elementosay as.

100 100 010
M,=|0 1 0| ;; M,=|0 0 1| ;; M,=[1 0 O
001 010 001
010 001 001
M,=|0 0 1| ;; M.=|1 0 0| ;; M,=[0 1 O
100 010 100

b)
IM,[=1 5 [M,]|=-1 5 [M,|=-1 ;; M |=1 ;; [Mg]|=1 ;; M |=-1

En efecto, todas las matrices tienen su detern@rdistinto de cero, por lo tanto,
todas son inversibles, como teniamos que ver.
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3°) Enunciar el Teorema de Bolzano. ¢ Puede apiest® teorema a la funcion trigo-
nométricaf (x) = sen(2x) + cos(3x) si el intervalo e$0, n]? Encontrar, si existe, un pun-

to de[0, 7| en el cual se anule esta funcion.

El teorema de Bolzano se puede enunciar de |gesiguforma:

“Si una funcion f es continua en un intervalo ada [a, b] y en los extremos de
éste toma valores de distinto signo, entonceseealstnenos un valaz(a, b) tal que

f(c)=0".

La funcion f(x) es continua en su dominio, qué&kepor tanto lo sera en cualquier
intervalo finito que se considere.

Se trata de encontrar dos valores reales(] (0, n), tales que: f(a) < 0y f(b) > O:

Por ejemplo:
x=2 - f(’—g):sen2—7T+cosn:sen120°+cosl80’:£—1: V3-2 <0
3 3 2 2
x:IZT = f(%):seng+ cos%:sen90°+c03135>:1—§: 2_2\/5 >0

Segun el teorema de Bolzano, se puede afirmalaguacion f(x) tiene al menos
un punto de corte con el eje OX en el inter@lorn).

Vamos a determinar, al menos un punto:
f (x) = sen(2x) +cos(3x) = 0 ;; sen(2x)+cos(2x+x)=0 ;;
2senx - cosx +cos(2x) - cosx — sen(2x) - senx =0 ;;

2senx - cosx +cos(2x) - cosx —2senx - cosx - senx =0 ;;

cosx-[2senx +cos(2x) - 2serf x| =0 = cosx=0 ;; x=

Ny

Otras soluciones se obtienen de la ecuacisenx + cos(2x) - 2serfx = 0

2senx+cos x—serfx—2sernx=0 :; 2senx+1-serf x—3sernfx=0 ::

2+/4+16 _2+2/5 _1%5 _
8 8 4

4serfx—-2senx—-1=0:; senx=
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kz+kt=1

4°) Decir para que valor de k el sistepix+z=0 es compatible. Resolverlo en el ca-
ky+t=0

sodek=1.

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

<

I
o X o
x O O

k k
1 0f ;; M'=
0O 1

o X O
X O O

k k
1 0
01

o O

Como se trata de un sistema de tres ecuacionesuedro incognitas, el sistema
serd compatible cuando ambas matrices tengan pgo taes o dos, que es el minimo

: 1 0
gue pueden tener, ya que existe el m%gorl =1#0.

Veamos el rango de M en funcion de k:

0 0 k
{c.,c,,cl=k 0 1/=k*=0;; k=0
0 k 0

0 0 k k=0= RangoM =2
=
0 k 1 k#0= RangoM =3

RangoM = {{C,, C,, C,} =

=~
o
o
]
=~
w
]
o
~
|
o

C,, C, C,}=|0 1 0|=-k?=0; k=0
{2 3 4}

Veamos el rango de M’ para k = 0, donde las dsgras columnas tienen todos
sus elementos cero, por lo tanto:

0 01
RangoM' = {C,, C,, C,} = |1 0 0/=1#20 = RangoM =3
010

Para k=0 = Rango M # RangoM' = Incompatilde

Para k = 1 resulta un sistema con mayor numeioadgnitas que de ecuaciones,
por lo cual es compatible indeterminado.



Zz+t=1
El sistema resultante es+z=0.
y+t=0

Considerando una de las incognitas como parammrajemplo t, resulta:
z=1-t X=-1+t

x=-z=-(1-t)=-1+t = Solucién: {y=-t
y =-—t z=1-t
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OPCION B

1°) Encontrar todas las matrices reales 2x2 talesla suma de los elementos de cads
fila seaigual a 1 y la suma de los elementos genaera columna sea igual a cero.

a 1l-a
M:[ J OaldR
-a 1l+a
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2°) Hacer un dibujo de la region limitada por ladién y = x*(x+2) y la recta y = 0.
Calcular el area de esta region.

Se trata de una funcién polinébmica, por lo cuat@#inua en su dominio, que es
R. Para su dibujo vamos a determinar los maximosnimos, puntos de inflexion y
cortes con los ejes.

Los puntos de corte de la curva con el eje deisdsson parax =0y x = -2.

y=x3(x+2)=x*+2x° ;; y'=4x* +6x2 =2x*(2x+3) = y'

y=0 = 2x*(2x+3)=0;; x, =0 ;; X, :—g

y'=12x% +12x = 12x(x +1) = y"

y"(0)=0 - Para punto de inf lexién y'"'=24x+12 ;; y"'(0)=12#0=P.I.= 0(0, 0)

y"(—%)le-(——j -(——+1j:—8-(—%j:4>0 = Méximo relativo para x:—g.

P

Para-2< x <0 resulta que y < 0, por lo tanto el valor del &esaltara negativa;
para evitarlo, cambiamos los limites de integracion



-2

2 5 4 - ] -2
S:IXS(X+2)'dXZI(X4+2x3)-dx:{%+zz L :{%4_%}0 _

_.O:: e Wig —-8
5 2 5 5 5

5 4
_{(—2) +(—2)} 32,16 _, 32_40-32_8 . _
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3°) Encontrar la ecuacion de la recta tangentariaién f(x):H en el punto de in-
X

flexion. Hacer una gréfica de la funcién en un emode este punto, donde aparezca
también dibujada la recta tangente encontradaiamntemte.

1
—-X-Lx-1
o 1-Lx .
f(X)_X X2 X2 f()
1
f"(x):_X'X -(1- LX)'2X2—1—2(1— Lx) _-1-2+2Lx _2Lx-3_ £ (x)
x* x° x® x°
3-x3—(2Lx—3)-3x2
N X _2-3(2Lx-3) _2-6Lx+9 _11-6Lx _ _,,
f (X)_ NG - NG - NG - x* =f (X)
f'(x)=0 = 1_XL'X:O ;1-Lx=0;, Lx=1;; x=e
f"(e):ZLees_S 2e_33 _—31<O:> Maximo relativo para x =e
f(e):%e:é = Max:A{e —j = A(272 034)
_ 3
f'(x)=0 = ZL; 3.0 2Lx-3=0 ;; Lx:g ;o x=e? —ee=x
3
11-6-> .
f"'(e\/5)= < Z:llesg:§¢0:> Punto de inf lexién para x = eJe
(eve) , 3/e 3/e
Lleve 2 3 e e
fleve)= =< = = 1. = Bl eVe, 448, 033
(et &= 2o 0 =5 — pi o g ee 3 - a(asn 029

La ecuacion de la recta tangente tiene como peteded valor de la derivada en
ese punto:

=

1 L(e\/—) 1_3 _ L
— 1 €)_ 2_ 2_ " -m
m= f (e\/é)— (e\/E)2 e e 2

La recta que pasa por un punto conocida la petedasy -y, = m(x - x,), apli-



cada a este caso seria:

y—s\/gz_—l(x—e\/é) ; 2e’y—3eve=-x+ele ;; t=x+2e’y-4efe=0

2e*  2¢°

Para facilitar la expresion de la tangente, lar@sgmos en forma explicita y de-
terminamos dos puntos de la misma:

= _1x+4e\/f: _1X+2\£E 5 X=0 = y:2\/f
2e 2e 2e e e

0074 = B(0, 074)
1 e’ 1

=~ = x=4eJe-—[18-10=8 = C| =, 8

y 4 2 (4 j

Teniendo en cuenta que el dominio de definiciomad@ncion es(0, +«) y que

tiene por asintotas los ejes de coordenadas, lasapacion grafica de la situacion es,
aproximadamente, la siguiente:

I M Detalle M
: 1/ .
o /1 SX
f(X) \\.‘ 2 3 4 5 ’r:
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4°) Encontrar la ecuacion general del plano queaatos ejes de coordenadas en los
puntos A(1, 0, 0), B(0, 2, 0) y C(0O, 0, 3). Encantlios puntos de la recta x =y = z que
estan a distancia :% de este plano.

u=AB=B-A=(0,2 0)-(1 0 0=(-1 2 0)

v=AC=C-A=(00,3-(100)=(-10, 3)

E planon viene determinado por los vectoresy v y cualquiera de los tres
puntos, por ejemplo, el A(1, 0, 0):

x-1

y Z
n(A; u, V)s -1 2 0[=0;; 6(x-1)+2z+3y=0;; 6x-6+22+3y =0
-1 0 3

N=E6x+3y+22-6=0

Los puntos de la recta r tienen por expresion rgeirgx, X, x).

- : Ax, + By, +Cz +D
La distancia de un punto a una rectaiéﬁa n) :| XJ - Yo 2 % . |
A°+B°+C

. Aplican-
do esta formula al plano y al punto P, resulta:

a(p ﬂ)_£_|6x+3x+2x—6|_ |11x-6| |11x-6| [11x-6| - |11x-6| =1
7 Je+3+20 J36+9+4 49 7

w=l o ALl T 7
1x-6=1 | 1x=7 111 11" 11" 11
1

1x-6=-1 1x=5] . x =2 = B(E, N Ej
11 11 11’ 11
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