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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Contesta de manera clara y razonada una de las dos opciones propuestas. Cada ct
se puntua sobre 10 puntos. La calificacion final se obtiene de dividir el total entre 4.

OPCION A

. ., .. X
1°) Encontrar el punto de inflexion de la curva de ecuaytlonz—l. Calcular la ecua-
X —

cion de la recta tangente a la curva en ese punto.

Un punto de inflexion de una curva se encuentra en los puntos de abscisa
anulan la segunda derivada y que hacen distinta de cero a la tercera derivada.

y'= 1-(x2—])—x-2x: X —1-2x" _ _ 1+x° _y
(x2 - 1)2 (x2 - 1)2 (x2 - 1)2

2 (X - F-(#x) 2(¢-7.2x__ 2 (¢-1-4x-[1+x*)_

(e -1J (¢ -1

ax+ 4% =2 +2x _ 2 +6x _ 2x(x* +3) _
(X2 _ 1)3 (Xz _ 1)3 (Xz _ 1)3

oo (5 B - )f—( ;x(xz)-: 3 3(¢-1" 2x_(e¢+ ¢ -(fz—l);412x2(x2+3):

6¢+ ) (¥ - 9-12x" -36x" _ §x' - J-12x" —36x° _ _ 6" +36x° +6 _

(x2 - 1)4 (x2 - 1)4 (x2 - 1)4

2x(x? +3)
(x2 —1)3

y'=0= =0;; 2x*+3=0;; x=0
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_0+0+6_-6
(0-2)* 1

y''(0) = =-6%0 = Puntode inf lexi6én para x=0

y(0) = 020_1: 0= P.1.= 0(0, 0)

La tangente a una curva en un punto es la recta cuya pendiente es igual a la
vada de la funcion en ese punto.

1+ x? 1+0?
- — 1 O - — f—
y (x2—1)2 = y'(0) (02_1)2

=—-1=m

e

Por ser el punto de inflexién el origen de coordenadas la tangente es la recta
gue pasa por el origen con pendiente -1, o sea:

Tangente y=-x;; tZx+y=0
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1 k -1 1

2°) Calcular elrangodelamatiiz=| 2 1 -k 2 | segun los valores del parame-
1 -1 -1 k-1

tro k.

El rango maximo que puede tener A es 3, por tener 3 filas.

2 1 .
El rango de A es, por lo menos 2, por )siar _1‘ =-2-1=-3#0. Veamos si

tiene rango 3 para algun valor de k:

1 k -1
{c.c,.Cc}l=1]2 1 -k|=-1+2-K+1-k+2k=-k*+k+2=0;; k¥ -k-2=0
1 -1 -1
kzlt\/1+8:11\/§:113:>klzz;;kzz_l
2 2 2
1 k 1
{c.c,clt=12 1 2 |=k-% 2 R- % 2 HMk-1=K-2-2k*+2k =
1 -1 k-1
=-X+k-2=0;; X*-%+2=0
_ 5:4/25-16 _5++4/9 53 I |
k = = = =k =2; k==
4 4 4 - 2
k -1 1
{c,c.cl=|1 -k 2 |=-K(k-1-1+2- k+ 2k+ k=1=-K*+k*+2k =0 ;;
-1 -1 k-1

—k(kz—k— 3:0;;k4:0;;k2—k—2:0;;k1:2;;k2:—1

Para k=2 = RangoA=2 ;; Parak#2 = RangoA=3
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39 Enunciar el Teorema de Bolzano. Aplicarlo para demostrar que la ecuacion x = c

. ., . Vi
tiene al menos una solucion en el mter\{eﬂpﬂ.

El teorema de Bolzano se puede enunciar de la siguiente forma:

“Si una funcion f es continua en un intervalo cerrado [a, b] y en los extremos
éste toma valores de distinto signo, entonces existe al menos urtfdom) tal que

f(c)=0".
La ecuacion x = cos x se puede considerar como una funcion f(x) = x — cos X.

La funcién f(x) es continua en su dominio, que es R, por tanto lo sera en cualqt
intervalo finito que se considere.

Se trata de encontrar dos valores finitos de x, a 'y b, tales que: f(a) <0y f(b) > (

Por ejemplo:

n n_n n
f( 0= 0- cos0=-1<0 ;; f(g):E—cosE:E—O:E>O

Segun el teorema de Bolzano, se puede afirmar que la funcion f(x) = x — co

. . . JT
tiene al menos un punto de corte con el eje OX en el mteE@aI%] y, COMO conse-

cuencia, la ecuacion x = cos x tiene al menos una solucion positiva en el intery

<7
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4°) Calcular el area del triangulo que tiene por vértices los puntos de interseccion
planon=x+y+2z-2=0 con los ejes de coordenadas.

Los puntos de corte del plamocon los ejes coordenados son:

x=0

X :{;’:8} - A200) Y:{)Z(:g} - B(0,2 0) Zj{y:o} . c(0,0 1)

Los vectores que determinan el triangulo son:
u=AB=B-A=(020-(200=(-2 2 0)
v=AC=C-A=(00)-(200=(-20 1)

El area de un triangulo es la mitad del area del paralelogramo que determinan
vectores y el area del paralelogramo, a su vez, es el modulo del producto vectoric

los dos vectores, por lo cual:

i ok
s[5V |2 2 0|3 avacen <t javaremioie o

-2 01

6

=12 +12+2° :% \/_:7 ¥ =S,
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OPCION B

lim L
19 Calcular:a ) ( X _ij o) | ¢ 4
X->1{x-1 Lx

lim - xLx-(x-1) _
x -1 (x-1)Lx

lim X 1 1 1 1 1

a) - = -——=—-"=00—-00 = Indet >
X -1\ x-1 Lx 0 O

_lim xLx-x+1_1.1-1+1 _0+0_0

B a = =— Indet. L' Hopital
o1 (eDix - (- 0.0 o = Mdet = {LHopital} =

1
im LDXEXC IO i Lxe1-1 im Lx L1

X -1

=

_1'LX+(X‘])'1 X1 _ | yppt x=1g 1 1—|_l‘i
X

=% 2 Indet = {L'Hopital} =
0 %1

1 ex 1+eX:t
b) I= -dx:>{
{ € dx=dt

Xx=1- t=1+e _1+e _ l+e _
X=0at:1}:”"h dt=[Lt];* =

1

= 1+ §- L1= L(1+ g-0=L(1+e

N
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X—y—-2z=-1
2°) Resolver el siste +2y-z=2 cuando sea compatible indeterminado.
X+ ay+2z2=3

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 -1 -2 1 -1-2 -1
M=la 2 -1|; M=la 2 -1 2
1 a 2 1 a 2 3
1 -1 -2
IM[=la 2 -1|= 4 &+ % 4a+ 2=-2°+ 83+ 9=0;;,22°-3A-9=0
1 a 2

a:3iJ3+72:311§1:329::ea—S;;az——

a %3
Para {a 3} = Rango M= RangoM'= 3= rf incog. = Compatible Determinado
2
2

Veamos ahora el rango de M’ para los valores hallados:

1 -1-2 -1
Paraa=3= M'=|3 2 -1 2 |={C =C,-C,}= Rangode M'=2
13 2 3

Para a=3= Rango M= RangoM'= 2< rP inc6g = Compatible Indeterminado

1 -1 -2 -1
Paraa:—gz M'=|2 2 -1 2| = Rangode M' =
1 2 2 3
1 -1 -1
= {c,c,C}t=12 2 2 —6-2 - p+243+0=9-0 40 36-9+18_
1 s 3 4 2 4 2 4

:%:to — Rangode M'=3



Para a= g = Rango M# RangoM'= Incompatile

Resolvemos cuando a = 3 (Compatible Indeterminado).

X—-y—-2z=-1
Para a = 3 resulta el sistemax+ 2y-z=2. Despreciando una de las ecuaciones
X+ 3y+2z2=3
y parametrizando una de las incégnitas, resulta:

{x— y-2z=-1 x—y:—1+2/]} 2X— 2y = =2+ 4/

3x+2y-z=2 = 254 T aiog=244 [ A+29=2+4 }35X=5/1 $

X=A ;3 X—y=—H 2 ;;y=x+1-2A=A+1-21=1-A=y

x=A
Solucion: cy=1-4, OAOR
z=A
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3°) Hallar las asintotas y los extremos relativos de la func(&h:ﬁ. Hacer
X X

una grafica aproximada de la funcion.

Las asintotas de la funciéon son las siguientes:
Horizontales: son los valores finitos de f(x) cuando x tiende a infinito:

—k= M o= ™M X o=y (Ee x)
y= X o 00 _x_>oox2+x+:|__——_y J

Verticales: son los valores de x que anulan el denominador.
x*+x+1=0;; xOR = No tiene asintotas verticales

Oblicuas: No tiene.

(Para que una funcién racional tenga asintotas oblicuas es necesario que el gr
del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador).

Para estudiar los extremos relativos, derivamos:

£ (x) = 1-(% + x+ - x(2x+1) _ ¥+ x+1-2xX-x _  1-x*  _ (x)

(x* +x+1) ) (x* +x+1) (x* +x+12)
(o) — 1-X ey mq v
f(x)_o:>(X2+X+l)2 0;;1-¥=0;;x=1;;x,=-1

(= 2 () 2 (e xe ] (2xr1)
(x* +x+1)’

- & {4 x+ )- 41- 5 2x+1) _ - 28 - 2% - 2x- {2x+1-2x° - x?)
(x* +x+1)° (x* +x+1)°

_ - 20— 20 - 2x-dx—2+4X+2x° _ ¢ -6x _ 2x{x*-3) _ (%)

(x* +x+1)° (x +x+1f  (x*+x+1)

f(1)= A1-3) - = 4.0 = Méximo absoluto para x =1
(12 +1+ 1) 27

f(2) 1 1 Maimo: A{l %j

TP +1+1 3




-1)=—"——"=—==>0 = Minimo absoluto para x=-1

_ -1 __}:_ o4
f(—1)_1_1+1_ [=l= Minimo: B(-1, -1)
2_
Siendo f''(x) :M, la funcion tiene puntos de inflexion para los valores
X+ x+1

que anulan la segunda derivada, 0 se&,0, x, =+/3 y x, = —/3..

V3 _ V3 _J34-43)_4/3-3
flva)= 3+43+1 4+43 13 13

43-3 = W - N < N (A
C[\/é’ 13 jD(l’?S 00 5 f1-V3)- 3-4/3+1 4-43 13

f(=0= P.1.:0(0, 0 ;;

:%;\/gjp (\/é — 3 4[) (- 173 - 076)

La representacion aproximada de la funcion es la siguiente:

\(Ak

C  f(x)

—

=
\ 4
><VV
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4°) Sea el plan@ que contiene a la rectasx;s2 :%/:ZTH y al punto P(3, 1, 2). Es-

tudiar la posicion relativa del plamo y la rectas=(x,y ,z)=( 0,1 §+a(1 2 3). Ha-
llar, si existe, el punto de interseccion.

Un punto de la recta r es A(2, 0, -1) y su vector directov eg- 3 2, 4). Los
puntos A y P determinan el vectar= AP=P-A=( 31 2-(2 0,-9=(1 1, 3).

El planon puede determinarse por el punto A y los vectarey v :

x-2 y z+1
n(A' u, V)E 1 1 3 |= 03 6x 2+ £z+ )- 9y+ $z+ )-dx-2)-4y=0 ;;
-3 2 4

- (2- )2 38 (B+ ) O0;- 2+ 4 13+ 5+ 5 0 ;;7r= X+ 13y-5-9=0

Un vector normal del plano as = (2, 13 -5) y el vector director de la recta s es
w=(1 2 3.

Como puede observarse, los vectoresy w son linealmente independientes, lo
cual significa que

Larectas y el plano n son secantes

Un punto genérico de la recta s@& , 1+ 2o, 3a). Si el punto Q pertenece al
planon tiene que satisfacer su ecuacion:

mT=E 22X+ 13y-5-9=0
= @+ 13(% 2)-5-3-9=0;;
Qla, 1+ 2, 3a)

@+ 13 26-1a-9=0;,1r+4=0 ;; a:—i ;;1+2a:1—§:E
13 13 13

4 5 12
Q( 13’ 13 1—3)
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