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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Contesta de manera clara y razonada una de lagpdmmnes propuestas. Cada cuestion
se puntua sobre 10 puntos. La calificacion finadtsieene de dividir el total entre 4.

OPCION A

1°) Determinar el punto de inflexion de abscisatasde la curvay = 1+1 - Calcular
X

la ecuacion de la recta tangente a la curva erpaste. ¢ Cual es la posicion de la curva
respecto de la recta tangente?

y'= -2X
L)
i —2-(1+x?) —(-2x) -2-(1+x7) 2x _ -2 (14 x?)+8x* _—2-2x2 +8x* _
(L) (L xf ()
_6x" -2 _
(L+x?)
y'=0=6x*-2=0;; 3x*-1=0;; x° :}:>x1:E X, :—ﬁ
3 3 3

Para que exista el punto de inflexion es necesarono se anule la tercera deri-
vada para ese valor:

g 12x - 1+ %) - (6x* -2) -3- [L+x?) - 2x _ 12x 1+ x?)-6x - (6x* - 2)
(L) (L)

_12x+12x* -36x° +12x _ 24x-24x° _ 24x{1-x*) _
(L) o) )
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) V3) 1+ 2
1+'—7§7 3 3

La recta que pasa por el punto de inflexion tigmependiente el valor de la pri-
mera derivada para ese punto:

.3
y': ~ 2X :>m:y' = 3:—2.3\/§:—3\/§:m
o T T e T
3
— ol _§__£ _ﬁ o m 3x-+/3) ..
Y= Yo =mlx=x,)=y-7=-=3 [x 3j,,8y 6= 3J§( . j

8y—6:—\/:_3(3x—\/1_3) ;1 8y—-6=-3/3x+3=0;; t=3/3x+8y-9=0

Para interpretar la posicion de la tangente cepe®o a la curva, estudiamos la
concavidad y convexidad de la misma en el entoeh@uhto de inflexion estudiado:

Para x <§ = y"'<0= Coéncava(n)

(1+ XZ) 3

Para x> ?3 = y">0= Convexa(0)

De lo anterior se deduce que:

A la izquierda del punto de inflexién esta la @ipor encima de la recta y a la

derecha, al contrario.
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2°) Decir para que valores de k el siguiente sigtemcompatible determinado. ¢ Como
es el sistema para k = 2?

(1-K)x+(2k +1)y + (2k +2)z =k
kx+ky =2k +2
2x+(k +1)y +(k -1)z=9-2k + k>

Para que el sistema sea compatible determinagadnssd Teorema de Rouché-
Frobenius, es necesario que la matriz de coefesei@nga rango tres, igual que la ma-
triz ampliada y también igual al nUmero de incaggiites decir, que el determinante de
la matriz de coeficientes tiene que ser distintcete:

1-k 2k+1 2k+2 1-k 2k+1 2k+2
M=| k Kk 0 M=k Kk 0 |20 =
2 k+1 k-1 2 k+1 k-1

1-k 2k+1 2k+2
= | k k 0 |=k(1-Kk)(k-1)+2k(k +1) - 4k(k +1) - k(k -1)(2k +1) =
2 k+1 k-1

=k(k —1-K? +k)+ 2k(K? + 2k +1) - 4k? - 4k - k(2K? + k — 2k —1) =
=—k® +2k® =k + 2k® + 4k* + 2k — 4k® - 4k = 2k® + k* + k = -k* + 3k* - 2k =
=—k(k*-3+2)=0;; k=0

K -3k+2=20 ;; k=3 29_8:3;:1:@ =2k, =1

El sistemaes Compatibla Determinado Ok OR, tal que{k#0, k#2, k #1}

- X+5y+6z2=2
Para k = 2 el sistema resulta: X+y=3;.
2Xx+3y+z=9

-1

La matriz ampliada e®1'= . Veamos cual es su rango:

w B O
, O O
© w N

1
2



-1 5 2
fc.c,,Cl=|1 1 3/=-9+6+30-4+9-45=26-49=-13%0
2 39

El rango de la matriz ampliada es 3.

Para k=2 = RangoM # Rango M' = Incompatile

*kkkkkkkkk



3°) Enunciar el Teorema de Bolzano. Dar un ejergp® demuestre que el Teorema de
Bolzano requiere que la funcién sea continua émetvalo [a, b].

El teorema de Bolzano se puede enunciar de |gesiguforma:

“Si una funcion f es continua en un intervalo ada [a, b] y en los extremos de
éste toma valores de distinto signo, entonceseeaistnenos un valaz[(a, b) tal que

f(c)=0".

YA Yll

Si una funcidn f es no es continua en un intergalvado [a, b] y en los extremos
de éste toma valores de distinto signo, no se pasegurar que exista al menos un va-
lor cO(a, b) tal que f(c)=0; esto es evidente en el grafico siguiente:

YA

/

Como puede observarse, la funcion f(x) cumplectagliciones del teorema, ex-
cepto la de ser continua, y en este caso no axistgin valor del intervalda, b] para

el cual se anule la funcion.

x?+1 si x<0

en el intervald-1, 1.
-x—-3si x=0 c{ ]

Un ejemplo puede ser la funcidiix) :{

En los extremos del intervalo la funcién toma weade distinto signo:



f(-1)=(-1)*+1=1+1=2>0;; f(1)=1-3=-2<0

Sin embargo no existe ningun valofl (-1, 1) para el cual se anule la funcién,
como puede comprobarse en el gréafico siguiente.

\(A

\ f(X)

f(-1)
-1 0

><V

f(1)
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, calcular el valor de a

B X+v—7z=0
4% Dadas las rectas= X~ 2 = y+l_z+1 y
-2 -1 2 2x+z=1

de tal manera que las rectas se corten. Determlipamnto de corte.

La expresion por unas ecuaciones parameétricas réeta s la siguiente:

X=A
S XTYTEEY s YT y=emATimE L szly=1-3)
2x+z=1 - z=1-2/
- z=1-2A

Un punto y un vector director de cada una dedatas pueden ser:

—_—

u=(-2 -1 2 v=(1 -3 -2
Recta r = ;; Recta s =
Ala, -1, -1) B(0, 1, 1)

El vector w gue tenga como origen el punto de r, A(a, -1y-@pmo extremo el
punto de s, B(0, 1, 1) es:

w=AB=B-A=(0,11)-(a -1 -1)=(-a 2 2)=w

Si los tres vectoresi, v y w son coplanarios, las rectas estan en un mism

plano y (como no son paralelas) se cortan, poobtaatnecesario que el determinante
gue forman los tres vectores sea nulo, es decir:

-2 -1 2
1 -3 -2|=0;;12+4-2a-6a-8+2=0;; -8a+10=0:; a=
-a 2 2

Nl

El punto de corte se puede obtener sustituyenddosnvalores de X, y, z de s:

5
/]_f
pel 4 131 12041 2580 _2-20 L, o g0
-2 -1 2 -1 2
3=4) 5 1=3 o {E y=1-9-_5. Zzl_éz_;} (E, _5 _1j
4 4 4 4 2 2 4" 4 2
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OPCION B

1°) Se considera la funciom(x) = x(x-a)(x-b)(x-c), con 0<a<b<c. Demostrar
que la ecuaciorf (0) = 0 tiene tres raices reales.

Como f(x) es una funcién polinébmica es continusemominio que es R, por lo
cual le es aplicable el Teorema de Rolle a cualguiervalo finito.

Aplicando sucesivamente el Teorema de Rolle:

= mO(0, a)= f'(m)=0=m es una raiz real de f(0)

= [hO(a, b)= f'(n)=0=n es una raiz real de f(0)

= (pO(b, c)= f'(p)=0= p es una raiz real de f(0)
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x+1 y-1 z

2°) Calcular los puntos de la rectee S T3 75 gue equidistan de los siguientes
planos:n=3x+4y=1y n'=4x-3z=1.
X=-1+2A
La recta r expresada por unas ecuaciones paraa®edd® ={y=1+31
z=2A

Un punto genérico de la recta riels-1+ 24, 1+34, 21).

Ax, +By +Cz +D )
:| % T B T4 |;apllcan-
\/A2+BZ+C2

La distancia de un punto a un plano &, )

do la formula a los planas y n':

13(-1+22)+4(1+31)-1] _|4(-1+22)-3(22)-1|

;, dP, )= n
V3 +47+0° . ) J42 +0° +(-3)

d(P, m)=

|-3+6A+4+124-1| |[-4+81-61-1|

d(P, m)=d(P, 7) = c =

181=21-5;,16A=-5;;, A, =—-—

184|=[24-5| =

x——1+2/l:—1—§:—£%
8 8
SRS PPN O M N R
16 16 16 8 16 8
z:2/l:—§
8
x:—1+2/1:—1+£:—1
2 2
/]ZZE = y:1+3/]:1+§:z = P2 _E’Z,l
4 4 4 2" 4’ 2
ZZZAZEZE
4 2
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3°) Hacer un dibujo del recinto limitado por lasvas y = x'* e y = x'". Calcular el
area de este recinto.

Los puntos de corte de las dos funciones son:

x*=0- x =0=0(0, 0)

}:>X100:X101 £ 10 _y10L = - Xloo(l_x):O:>
1-x=0- x, =1= A1, 1)

Teniendo en cuenta que la primera funcion es gdarsegunda impar, es decir,

gue son simétricas con respecto al eje Y la primaxan respecto al origen la segunda,
la representacion grafica es, aproximadamentadiadada en la figura.

\ Para determinar el area tendremos en cuent
y = x1o¢ 4Y f que en el intervaldo, 1) todas las ordenadas de la

funcion y = x** son mayores que las de la funcion
y =x', como a continuacién se demuestra, to-
mando un valor intermedio del intervalo:

100
y:Xloo:>y(lj :(%j — 23;0 X190 > 101
2
==
= 01 G Ox0(0, 1)
y=X :y(}] “lo) Towm X ’
2

1 1 1 101 1027t 100 q102
S:J'Xloo_dX_J‘Xml_dX:J‘(Xloo_Xml)_dX:|:X X :| :(l 1 j 0=
0 0 0

1

101 102 101 102)

0

1 _102-101_ 1 .

T 101 102 101-102 10302
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: : 11 11 :
4°) Determinar todas las matrices A, tales Aufl Oj = (1 Oj - A. De estas matrices,

determinar las que tienen la suma de todos susetemigual a cero.

: : a b , (a b} (1 1 1 1) (a b
Sea la matriz pedida = ; seria: : = - "
c d c d 10 1 0) {(c d
atb=a+c

a+b a a+c b+d a=b+d a b
_ — — A= o D{a, b}DR
c+d c a b c+d=a b a-b

c=b

Las matrices cuya suma de todos sus element@sesan:

a -2a
a+2b+a-b=0;; 2a+b=0;; b=-2a = A=
- -2a 3a
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