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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Se valorará la corrección y la claridad en el lenguaje (matemático o no matemático) uti-
lizado por el alumno. Penalizan los errores de cálculo. Los errores graves, y especial-
mente, aquellos que lleven a resultados incoherentes o absurdos, serán penalizados con 
la aplicación del 50 % sobre la calificación en cuestión. Se valorarán todas las partes 
que sean correctas, aunque el resultado final no lo sea. 
Contesta de manera clara y razonada una de las dos opciones propuestas. Cada cuestión 
se puntúa sobre 10 puntos. La calificación final se obtiene de dividir el total entre 4. 
 
OPCIÓN A 
 
1º) ¿Qué es la inversa de una matriz cuadrada? Calcula, si es posible, la inversa de la 

matriz 
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 La inversa de una matriz cuadrada M es otra matriz cuadrada de la misma dimen-
sión que M, que se denomina M-1, tal que: IMMMM == −− ·· 11 , siendo I la matriz iden-
tidad de la misma dimensión. Para que una matriz tenga inversa (sea inversible) es con-
dición necesaria que su determinante sea distinto de cero. 
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2º) Se consideran las rectas 
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a ) Demostrar que se cruzan. 
 
b ) Determinar un vector director de la recta perpendicular común a los dos rectas. 
 

---------- 
a )  
 Los vectores directores de las rectas son ( ) ( )3,4,31,3,3 −== sr vyv , que son 
linealmente independientes, por lo cual las rectas no son paralelas. 
 
 La expresión de las rectas por ecuaciones implícitas es como sigue: 
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 Las matrices de coeficientes y ampliada que determinan son las siguientes: 
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 Para determinar el rango de M’ procedemos mediante el desarrollo por menores 
adjuntos de la última fila, de la siguiente forma: 
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Las rectas r y s no tienen ningún punto en común ni son paralelas, por lo tanto: 

 
Las rectas r y s se cruzan, c. q. d. 

 
 
b )  
 Un vector w , perpendicular común a las dos rectas, es el producto vectorial de 
los vectores directores de las rectas: 
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 El vector pedido es cualquiera que sea linealmente dependiente del vector w , por 
ejemplo: 
 

( )8,12,13 −−=w  
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3º) Se considera la función ( ) ( )21−
=

x

x
xf . Se pide: 

 

a ) Calcular ( ) ( )xf
x
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b ) Demostrar que es creciente en el intervalo ( )1,1− . 
 
c ) Determinar los extremos relativos. 
 
d ) Hacer un dibujo de la función. 
 

---------- 
a )  
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b )  
 Una función es creciente en un intervalo si su derivada es positiva en todos los 
puntos del intervalo: 
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( ) ( ) ...,1,1,0' dqcxxf −∈∀>  

 
c )  
 Una función tiene un máximo o un mínimo relativo para los valores reales que 
anulan la primera derivada; para diferenciar entre máximos y mínimos se recurre a la 
segunda derivada: si es negativa para los valores que anulan la primera derivada se trata 
de un máximo y si es positiva se trata de un mínimo. 
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 Una función tiene un punto de inflexión para los valores reales que anulan la se-
gunda derivada y, esos valores hacen distinta de cero la tercera derivada: 
 

( ) ( )
( ) ( ) 2..2;;022;;0
1

22
0''

4
−=⇒−==+=

−
+

⇒= xparaposibleIPxx
x

x
xf  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )44448

34

1

36

1

186

1

16822

1

2812

1

1·14·2212
'''

x

x

x

x

x

xx

x

xx

x

xxx
xf

−
+=

−
+=

−
++−=

−
++−=

−
−−+−−=  

 

( ) ( ) 2inf0
81

2

21

1812
2''

4
−=⇒≠=

+
+−=− xparalexióndePuntof  

 

( ) ( ) 






 −−⇒−=
−−

−=−
9

2
,2:

9

2

12

2
2

2
QInflexióndePuntof . 

 
d )  
 Sabiendo que la función pasa por el origen y por el punto A(2, 1) y teniendo en 
cuenta lo anterior, en particular los resultados obtenidos en el apartado a ), de donde se 
deduce que las rectas x = 1 e y = 0 son asíntotas de la función, su representación gráfica, 
aproximada, es la que se hace a continuación.  
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4º) Se considera la función ( ) .0,·
1

1
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= ∫ tdx
x
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 Haced una interpretación geométrica 

(en términos de área) de esta función. Calculad una fórmula más explícita para la fun-
ción A(t) y representadla gráficamente. 
 

---------- 
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 La función ( )
x

xf
+

=
1

1  pasa por el punto P(0, 1); tiene como asíntotas a las rectas 

y = 0 y x = -1. Su representación gráfica aproximada es la que se indica en la figura y, la 
interpretación geométrica, para límites de integración 0 y t > 0, es la superficie S som-
breada de la figura. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 La representación gráfica de la función ( ) ( )tLtA += 1  con t > 0 tiene las propieda-
des de las funciones logarítmicas que, en el caso que nos ocupa, son las siguientes: 
 
 El dominio es ( )∞+− ,1  y el recorrido es R. 
 
 Pasa por el origen de coordenadas y tiene como asíntota a la recta t = -1. 
 
 Es monótona creciente. 
 
 Su representación gráfica, aproximada, es la que se indica a continuación: 
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OPCIÓN B 
 

1º) Discute el sistema 
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 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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 Los rangos, en función del parámetro m de las matrices anteriores son: 
 

( ) 101101010624246

311

11

422

=⇒=−=−=−−++−=
−

= mmmmmmM  

 
adoerCompatibleincógnMRangoMRangomPara mindet.º3'1 ⇒===⇒≠  

 

{ }

{ } 3'044132

131

011

142

,,

'

1

0

1

311

111

422

'1

432

21

=⇒≠−=−−+−=
−

−
⇒⇒

⇒=⇒⇒
















−

−
==

MdeRangoCCC

CCMdeRangoMesmPara

 

 
leIncompatibMRangoMRangomPara ⇒==⇒= 3';;21  

 
 Resolvemos para el caso de m ≠ 1 por la Regla de Cramer: 
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2º) Se consideran los puntos A(1, -1, 1), B(2, 3, 1) y C(1, 2, 0). Se demanda: 
 
a ) Demostrar que determinan un triángulo. 
 
b ) Determinar los puntos de intersección con los ejes de coordenadas del plano que 
contiene al triángulo. 
 

---------- 
 
a )  
 Para demostrar que los puntos A(1, -1, 1), B(2, 3, 1) y C(1, 2, 0) determinan un 
triángulo basta con demostrar que no están alineados, o sea que los vectores que deter-
minan, ACvyABu == , son linealmente independientes. 
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 Los vectores vyu  son linealmente independientes por no ser proporcionales 

sus componentes: 
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Los puntos A, B y C forman un triángulo, c. q. d. 

 
 
b )  
 La ecuación general del plano π  que determinan los tres puntos se determina por 
sus vectores directores, vyu , y uno cualquiera de los puntos, por ejemplo: 
 

( ) ( ) ( ) ( )

0234013344

;;011314;;0

130

041

111

,;

=−−−≡⇒=++−++−

=++−+−−=
−

−+−
≡

zyxyzx

yzx

zyx

vuA

π

π

 

 
Los puntos de corte con los ejes son los siguientes: 
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3º) Se considera la función ( )
12 −

=
x

x
xf . Se pide: 

 

a ) Calcular ( ) ( ) ( )xf
x

lím
yxf

x

lím
xf

x

lím

∞→→−→ 1
;

1
. 

 
b ) Demostrar que no tiene extremos relativos. 
 
c ) Demostrar que tiene un punto de inflexión para x = 0. 
 
d ) Hacer un dibujo de la función. 
 

----------  
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b ) 
 Para estudiar los extremos relativos, derivamos: 
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 Como el denominador de la derivada es siempre positivo y el denominador es 
siempre negativo, la derivada es negativa para cualquier valor real de x perteneciente al 
dominio de la función, que es ( ) { }1−⇒ RfD , lo cual significa que f(x) es decreciente en 
su dominio. 
 
 La anterior implica que la función no tiene máximos y mínimos relativos, c.q.d. 
 



 
c ) 
 Para determinar los punto de inflexión estudiamos la segunda derivada: 
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 Para que una función tengo un punto de inflexión es condición necesaria que se 
anule la segunda derivada: 
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 La condición anterior es necesaria, pero no suficiente: para asegurar que existe el 
punto de inflexión es necesario que no se anule la tercera derivada para ese valor: 
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d ) 
 Para facilitar la representación gráfica determinamos las asíntotas: 

Horizontales: son los valores finitos que toma la función cuando x tiende a valer infini-
to; son de la forma y = k. 
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Verticales: son los valores de x que anulan el denominador. 
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Oblicuas: no tiene. (Para que una función fraccionaria tenga asíntotas oblicuas es nece-



 
sario que el grado del numerador sea una unidad mayor que el del denominador) 
 
 La represtación gráfica, aproximada, es la que aparece en el gráfico adjunto. 
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4º) Calcular el área del recinto limitado por la curva 
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y x = 1. Hacer un dibujo aproximado del recinto. 
 

---------- 
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 Considerando que el punto A(0, 1) es un punto de la curva y todo lo anterior se 
puede hacer un dibujo aproximado de la curva, que es el indicado en la figura. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 De la observación de la figura, teniendo en cuenta la simetría, el área pedida es: 
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