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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Se valorara la correcciéon y la claridad en el lepg@matematico o no matematico) uti-
lizado por el alumno. Penalizan los errores deub@dld_os errores graves, y especial-
mente, aquellos que lleven a resultados incoheyentdbsurdos, seran penalizados con
la aplicacion del 50 % sobre la calificacién enstid®m. Se valoraran todas las partes
gue sean correctas, aunque el resultado final sedo

Contesta de manera clara y razonada una de laspdmmes propuestas. Cada cuestion
se puntua sobre 10 puntos. La calificacion finallsiiene de dividir el total entre 4.

OPCION A

1°) ¢Qué es la inversa de una matriz cuadrada®l&ast es posible, la inversa de la
1 2 -2

matrizA=|0 1 1
2 1 -1

La inversa de una matriz cuadrada M es otra matiazirada de la misma dimen-
sién que M, que se denomina‘Mal que:M -M*=M™.M =1, siendo | la matriz iden-
tidad de la misma dimension. Para que una matgaténversa (sea inversible) es con-
dicion necesaria que su determinante sea distent®zub.

12 -2 1 0 2
|A[=|0 1 1|=-1+4+4-1=6 ;; A'=| 2 1 1
2 1 -1 -2 1 -1
‘1 1‘ _‘2 1‘ ‘21
Adj (AT)=| - - =2 3 -1|=> A'=2] 2 3 -1
1 -1 |-2 -1 “2 1 |, 5 4 6| _, 5 4
0 2 |12 10
11 2 1 2 1
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2°) Se consideran las rectras%l: Y*2 _, 5 ys= X+1:%:

3 3

a ) Demostrar que se cruzan.

b ) Determinar un vector director de la recta pedpsular comun a los dos rectas.

a)
Los vectores directores de las rectas sor(3 3 1) y v, =(3 4, -3), que son
linealmente independientes, por lo cual las rexteson paralelas.

La expresion de las rectas por ecuaciones ingsieis como sigue:

-y=3 4x-3y=-4
rE{X y ySE{X y .
X = X+z=0

Las matrices de coeficientes y ampliada que datamson las siguientes:

1 -1 0 1 -1 0 -3
:30—3_.M,:3o—35
4 -3 0" 4 -3 0 4
1 0 1 10 1 O

Para determinar el rango de M’ procedemos medigntesarrollo por menores
adjuntos de la ultima fila, de la siguiente forma:

1 -1 0 -3 1 -1 -1 -3
11 -3
3 0 -3 5 3 0 -6 5
RangoM' = c,-c,-c} = =|0 6 5=
4 -3 0 4 4 -3 -4 4
34 4
1 0 1 0 1 0 0 O

=24+15+54-20=73#0 = RangoM'=4

RangM'=4 ;; Rang M <4 = SistimaIncompatilbe

Las rectas r y s no tienen ningun punto en com@omiparalelas, por lo tanto:
Las rectas r y s se cruzan, c. g. d.

b)

Un vector w, perpendicular comin a las dos rectas, es el ptodiectorial de
los vectores directores de las rectas:



i K
w=v, Ov, =3 3 1|=-9i+12k+3j-9k-4i+9j=-13+12j+8k=(-1312 8)=w
3 4 -3

El vector pedido es cualquiera que sea linealmgependiente del vectar , por
ejemplo:

w=(13 -12 -8)
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3°) Se considera la funciéf(x)zW
—

. Se pide:

a)CaIcuIar“mlf(x)y fim f(x).

X g X — 00
b ) Demostrar que es creciente en el inter{ailpi).

c ) Determinar los extremos relativos.

d ) Hacer un dibujo de la funcion.

a)
lim fx) = lim x _ lim x _lim x 1,
X -1 X -1 (x—l)Z_X—>1+ (X_:I.)Z_X—>1(X_:|.)2_OJr _=
lim _lim x _ lim X _ :
o w f(x)= X oo (dF X o0 =200 —2x+1_£ (grado numerador< grado denaminador)

b)
Una funcion es creciente en un intervalo si sivdda es positiva en todos los
puntos del intervalo:

_I;.(X)= 1- (X_1)2 -X _2(X—]) .1= X—-1-2Xx _ -x-1 B X+1

(x-1)° (-1 (x-2f  (@=x)

f'(x)>0, OxO(-1, 1), cod.

c)

Una funcion tiene un maximo o un minimo relativarglos valores reales que
anulan la primera derivada; para diferenciar emté&imos y minimos se recurre a la
segunda derivada: si es negativa para los valoresugulan la primera derivada se trata
de un maximo y si es positiva se trata de un minimo

N x+1
(L-x)?

=0 ;;, x+1=0;, x=-1

f(x)= 1-(1-x)° - (x+9 -3(-x)* - (-1) _1-x+3(x+1) _1-x+3x+3 _ 2x+4 _2(x+2)

(a-x)° R A (e A B B

2+4 :£>0 = Minimo relativo para x=-1

)= (-1-2)" 16




—1 = Minimo relativo: P| -1, —1 .
4 4

—
|
=
1
1

Una funcién tiene un punto de inflexion para lasoves reales que anulan la se-
gunda derivada y, esos valores hacen distintardda¢ercera derivada:

=0 ;; 2(x+2)=0 ;; x=-2 = P. I. posible para x=-2

Fr(x) = 2(-x)* ~2(x+ 2 -4(1-x)* - (-1) _ 2(1-x)+8(x+2) _ 2-2x+8x+16 _ 6x+18 _ 6(x+3)

@-xy - -x"  @-x -x)*

fr(-2)= _12+148 =20 = Puntode inflexion para x=-2
(1+2)* 81

f(-2)= (_2__21)2 :—é = Punto de Inflexion: Q(— 2, —gj

d)

Sabiendo que la funcién pasa por el origen y ppusto A(2, 1) y teniendo en
cuenta lo anterior, en particular los resultaddagmbos en el apartado a ), de donde se
deduce que las rectas x = 1 e y = 0 son asintetisfdncion, su representacion grafica,
aproximada, es la que se hace a continuacion.

YA M

¥

X
1
H
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49) Se considera la funcioa(t) j— dx, t>0. Haced una interpretacion geométrica

(en términos de area) de esta funC|on. Calculadfamaula méas explicita para la fun-
cion A(t) y representadla graficamente.

j dx=[L@+x)]\ =L{@+t)-L@+0)=L{@+t)-L1=L(1+t)-0=L({1+t)= Alt), (t>0)

0

La funcién f(x)=% pasa por el punto P(0, 1); tiene como asintotas eectas

y =0y Xx =-1. Su representacion grafica aproxianasl la que se indica en la figura y, la
interpretacion geométrica, para limites de inteégra® y t > 0, es la superficie S som-
breada de la figura.

H\ AY
W=k x=-1
I—
— y=0 \ ! —
.
\

La representacion grafica de la funcidf))=L(1+t) con t > O tiene las propieda-
des de las funciones logaritmicas que, en el casmqgs ocupa, son las siguientes:

El dominio eg[-1, +») y el recorrido es R.
Pasa por el origen de coordenadas y tiene comtotsha la recta t = -1.
Es mondtona creciente.

Su representacion gréfica, aproximada, es la gud&ca a continuacion:



Alt)=L(1+t)
-
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OPCION B
2x+2y-4z=1

1°) Discute el sistemamx+y+z=0} y resuélvelo cuando sea compatible.
X+y+3z=-1

2 2 -4 2 2 -4 1
M=m 1l 1|;;M=m1 1 O
11 3 11 3 -1

Los rangos, en funcion del parametro m de lasiceatanteriores son:
2 2 -4

IM|=|m 1 1|=6-4m+2+4-2-6m=10-10m=10(1-m)=0 = m=1
11 3

Param#1 = RangoM =RangoM'=3=n°incég = Compatible determinado

2 2 -4 1
Param=lesM'=|1 1 1 0 |= RangodeM'= {C,=C,} =
11 3 -1

2 -4 1
= {c,,Cc,,C}= 1|1 1 0|=-2+3-1-4=-4#0 = Rangode M'=3
1 3 -1

Param=1= RangdV =2 ;; RangoM'=3 = Incompatitle

Resolvemos para el caso detrh por la Regla de Cramer:

1 2 -4
01 1
|11 3|_3-2-4-1_ -4 -2

T Tl0-m)  100-m)  100-m) Si-m)

2 1 -4
m 0 1
1 -1 3|_4m+1+2-3m_ m+3 _

YT oh-m) T 100-m)  100-m) 7




2 2 1
m 1 O
1 1 -1 _-2+m-1+42m_ 3m-3 _-31-m)_-3_

z= 101-m)  101-m) 100-m) 10@-m) 10 °
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2°) Se consideran los puntos A(1, -1, 1), B(2,)3, ©(1, 2, 0). Se demanda:
a ) Demostrar que determinan un triangulo.

b ) Determinar los puntos de interseccion con jes de coordenadas del plano que
contiene al triangulo.

a)
Para demostrar que los puntos A(1, -1, 1), B(2,)3; C(1, 2, 0) determinan un
triangulo basta con demostrar que no estan aliseadsea que los vectores que deter-

minan, u =AB y v = AC, son linealmente independientes.

uU=AB=B-A=(231)-( -11=(1 4 0)

v=AC=C-A=(120)-(1 -1,1)=(0, 3 -1)
Los vectoresu y v son linealmente independientes por no ser propuates
0

Sus componenteé # 4 F—.
0 3 -1

Los puntos A, B y C forman un tridngulo, c. g. d.

b)
La ecuacion general del plamoque determinan los tres puntos se determina po

sus vectores directores, y v,y uno cualquiera de los puntos, por ejemplo:
x-1 y+1 z-1

a0 Vs 1 a0 |20 5 —alx-2)+3z-1)+(y+1)=0 ;
o 3 -1

—4x+4+37-3+ y+1=0 = 7TE4X—y—32—2:0

Los puntos de corte con los ejes son los siguientes

nmT=4x-y-3z2-2=0 1 1
Eje X = Jy=0 = 4x-2=0; x=§ = M(E’O’ Oj
z=0 —_—

m=4x-y-32-2=0
EjeY = {x=0 = -y-2=0;;y=-2 = N(0, -2 0)
z=0



m=4x-y-3z-2=0
Eje Z = {x=0 = -3z-2=0;; z=-
y=0

wIiN

2
= Q(O, 0, —Ej
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x2 -1

3°) Se considera la funciéf{x) = Se pide:

lim lim lim
a) CalcularX . f(x); . f(x) y e f(x).

b ) Demostrar que no tiene extremos relativos.

c ) Demostrar que tiene un punto de inflexion para0.

d ) Hacer un dibujo de la funcion.

a)
[im X -1
T AT TI®
, L, X - _1 X _1 ,
[im [im X [im i
(x)= —— = = —~— = No existe
X—>_1 X—>_1X _1 , X—>_1X _1
lim X -1
P R e
X - _1 X _1
lim X -1
e Bl
L, L, X —>1 X _1 ,
[im [im X lim ,
(x)= — = = 5 = No existe
X -1 X ->1x"-1 } X->1x-1
lim X -1
+ =5 -
X1 X2 -1

lim F(x)= lim  x

= >— =0 (grado numerador< grado denaminador)
X —» 0 X0 X -1 =

b)
Para estudiar los extremos relativos, derivamos:

.X:1-(x2—1)—x-2x:x2—1—2x2:—x2—1:—(x2+1): (x
J e

Como el denominador de la derivada es siemprdiymsi el denominador es
siempre negativo, la derivada es negativa parajcieslvalor real de x perteneciente al
dominio de la funcién, que &3(f )= R-{1}, lo cual significa que f(x) es decreciente en
su dominio.

La anterior implica que la funcién no tiene maxayominimos relativos, c.g.d.



c)
Para determinar los punto de inflexion estudiala@®gunda derivada:

f"(x):_2x-(x2_1)2—(x2+ ZI) '2'(X2—])'2X:_2X3—2X—4X3—4x: 2X3+6x:
(xz _1)4 (x2 — 1)3 (x2 _1)3

_ 2x(x2 +3)_ N
R

Para que una funcién tengo un punto de inflex®randicion necesaria que se
anule la segunda derivada:

f'(x)=0 =

La condicidn anterior es necesaria, pero no sufiei para asegurar que existe el
punto de inflexidén es necesario que no se anukrdara derivada para ese valor:

(x) = (6x> +6)- (x* -1) —()2;(_x12): 3.3 (x* -1 - 2x

_(6x2 +6) - (x* —1)-12x* (x> +3) _ 6x* —6x* +6x ~6-12x* 36X _
(x2 —1)4 (x2 —1)4

—6x* -36x° -6 _ —6(x* +6x° +1)
= = =f'"
o -1) b -1) g

Punto de inf lexion para x=0, cqd.

d)
Para facilitar la representacion gréafica determioslas asintotas:

Horizontales: son los valores finitos que tomaulacién cuando x tiende a valer infini-
to; son de la formay = k.

[im lim X
fix)= =0= Eje X

Verticales: son los valores de x que anulan el chemador.

X*=1=0;; x*=1= x =1;; x,=-1

Oblicuas: no tiene. (Para que una funcion fraceiartanga asintotas oblicuas es nece-



sario que el grado del numerador sea una unidadmgang el del denominador)

La represtacion gréafica, aproximada, es la quesapaen el grafico adjunto.

AN

1"

x== f(x)
\
N
&
y = >
=1
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4°) Calcular el area del recinto limitado por laveuy = ylasrectasy =0, x =-1

1+ x®
y X = 1. Hacer un dibujo aproximado del recinto.

. lim lim 1
Teniendo en cuenta que _ y= _
X - Foo X — Foo 1+ X

tota horizontal de la funcion. La funcion es pan; [ que es simétrica respecto al eje
>0, OxOR.

-=0, el eje de abscisas es la asin-

de ordenadasy =

1+ X2

Considerando que el punto A(O, 1) es un puntcadsutva y todo lo anterior se
puede hacer un dibujo aproximado de la curva, qued mdicado en la figura.

\(AL

A0, 1)

f(x)

y=0 -1 O 1 X

De la observacion de la figura, teniendo en culensametria, el area pedida es:

1
1
S=2'jl+x2

0

.dx=2-[arctag x|} = 2- (arctag 1-arc tag 0) = 2-(%—0)27—;& 0157u®=S
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