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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Contesta de manera clara y razonada una de las dos opciones propuestas. Cada ct
se puntua sobre 10 puntos. La calificacion final se obtiene de dividir el total entre 4.
Se valorara la correccion y la claridad en el lenguaje (mateméatico 0 no matematico)
lizado por el alumno. Penalizan los errores de calculo. Los errores graves, y espe
mente, aquellos que lleven a resultados incoherentes o absurdos, seran penalizadc
la aplicacion del 50 % sobre la calificacién en cuestion. Se valoraran todas las pe
gue sean correctas, aunque el resultado final no lo sea.

OPCION A
1°) Demuestra que las matrices X reales, 2x2, tales que™ | Xon precisamente las
que tienen la forméX B yj 0 bien(X y j con x® +y? =1.

y X y =X

(XT indica la matriz traspuesta de X e | indica la matriz identidad).

SiendoX :@ —Xy) Su traspuesta es’ :(_Xy ij Siendox® + y* =1:

- - 10
X -XT=] = X TV Y X+y xy X2 = X-X"=1 (cqgd).
y X -y X Xy— Xy y®+X? 01

SiendoX :[X y j Su traspuesta es’ =(X y
y =X y —X

X . XT = :»{X y}-{x y]=()g+y2 Xy_xy}(l Oj: X X" =1 (cqd.).

y =x) \y —X Xy- Xy y>+x° 01

j. Siendox?® + y* =1:

*kkkkkkkkk

A. Menguiano



2°) Estudia la posicion relativa de los siguientes planos, segun los valores de
mEx+y=1, ;,=my+z=0Yy 7, = %1+ my+ mz=m+1.

Siendo M y M’ las matrices de coeficientes y ampliada, respectivamente, que
terminan los tres planos, segun sus rangos, pueden presentarse los seis siguientes (

Rango M =Rango M’ =3— S.C.D. — Los tres planos se cortan en un punto.

Rango M =RangoM'=2— S.C.|l. —» Los tres planos se cortan en una recta.

Rango M =RangoM'=1— S.C.|l. —» Los tres planos son coincidentes.

RangoM =2 ;; Rango M'=3— S.|. — Dos planos paralelos cortados por el 3°.

RangoM=1; Rango M’ =3— S.|. — Los tres planos son paralelos.

RangoM=1; Rango M'=2— S.|. — Dos planos coincidentes y secantes al 3°.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 1 O 1 1 0 1
M=0 m 1|yM=0 m 1 O
1 1+m m 1 1+m m m+l
1 1 O
Rango M = [M[=|0 m 1|=m’+1-(l+m=m’+1-1- mr M- m=n(m-12)=0 =
1 1+m m '

= m=0; m=1

1101
Param=0es'=|0 0 1 0| = {C,=C,=C,} = RangoM=RangoM'=2
1101

Para m = 0 los tres planos se cortan en una recta.

1101
Param=1es'={0 1 1 0| = RangoM' = {C, C,, C,} =
1212

=2-1=1#0 = RangoM'=3
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Para m = 1 son dos planos paralelos y cortados por el tercero.

*kkkkkkkkk



3°) Se considera la funciéf(x) =1+ x+ x* . Se pide:

a ) Determinar los extremos relativos.

lim F(x), lim f(x), lim F(x) y lim £(x).

b) Calcularx

a)
Para que una funcién tenga extremos relativos es necesario que se anule su p
ra derivada:

flx)e 2X*L

B 201+ x+ X2

Para diferenciar si se trata de un minimo o un maximo relativo hay que recurr
la segunda derivada:

=0= X+1=0;;, x=-

N

2
2 -1+ x+ X2 —(2x+j).& 4(1"' "l XZ)_(2X+1)

f (x):l 21+ x+ x° _1 21+ X+ X2
2 1+ x+ x? 2 1+ X+ X2
1 4 4k 4% (8 H A+ 1 4 A+ A0 - 4% - 4x-1_3 VL x+xX _ (0
2 2(1+ X+ xz)\/1+ X+ x? 4 (1+ X+ xz)\/1+ X+ X2 4 il+ X+ xzj
1—}+} §
f”(‘%)ZE' 2 4.3 14 :£>O — Minimo relativo para x=-—.
4 ( 1 1) 4 3 2 >
1-=—+= -
2 4 4
f(—%): 1—1+lz 3.43 = Minimo relativo: P R
2 4 4 2 2’ 92
b)

lim 2+ 2+0

1
X = =
-+
X 002\/1 1,, 2/0+0+1
X

lim lim
f*(x) X+ -2 o ndet =
(o]

7+
X



lim lim - -
f(x)= 2+l e = Indet = 220

1
X - —00 X—> =02 /1+x+x2 ® —>_°°Z\/ 1 ~ 2/0-0+1
X
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4°) Utilizando los teoremas de Bolzano y Rolle, demostrar que la ecuaci
% = xenx+cosx tiene exactamente dos soluciones en el intefvatp 7].

Considerando la funciénf = % - xsenx-cosx, que es continua y derivable en
R por ser suma algebraica de funciones continuas y derivables en R.

Teniendo en cuenta queerf- }=-senx Yy quecos(- x)=cosx, la funcién f(x) es
simétrica con respecto al eje de ordenadas, por ser f(-x) = f(x), como se prueba a c
nuacion:

f= X=(- ¥ -(- Jsen(-x)-cos(- = %- xsenx-cos x= (X, cqp..

Considerando que:
f(-m)=(-m)?-(-msen(-m)-cos(-m)=m® + 7 -0-(- )= +1>0
f( )& %0 €n 6 cosG G-77 -0-0-1=-1<0.

Segun el Teorema de Bolzano, en el intervalo (-x, 0) la funcion f(x) tiene, al ir
nos, unaraiz x = a, siendo< a <0y tal que f(a) = 0.

Vamos a demostrar ahora que la raiz es Unica.
Si la funcion tuviera al menos otra raiz real positiva en el intervalo considerax
x=b, indicaria que f(b) = 0, con lo cual se podria aplicar a la funcioén f(x) el Teorer

de Rolle, teniendo en cuenta lo expresado en el primer parrafo.

Siendo b > a, tendria que existir un valor positivo c, tal que a<c < b, para el c
se anularia la derivada de la funcién, es defifc) = 0, y esto, como vamos a demos-
trar a continuacion es imposible:

( J=x2-(- senx -mos )4 semx2 X senx KOS ¥ SENX= 2X— XCOS X =
=x2-cos ¥ = f(c¢=c(2-cosc) = 2coscz0 = c=0 = cO(-7, 0)

f'(c)# 0, OcO(- 7, 0), lo cual contradice el Teorema de Rolle y, en consecuenci

demuestra que la funcién tiene una sola raiz en el intefvaloo) y, teniendo en cuan-
ta la simetria de la funcion:

La ecuacionk= xsenx+cos x tieng exéactamept dosraicesen [- 7z, 71l (c.q.d.)
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OPCION B

atl 1 1
1°) Determinar el rango de la matriz reek| 1 2 a/|, segun los valores de Re-
1 a 2
X 0
solver el sistemah -| y|=| 0| en el caso de = 0.
z 0
atl 1 1
|Al=| 1 2 a|=4at+l)+a+a- 2a’(a+ )- 2=4a+4+2a-4-a’-a’=
1 a 2
-1+ 4/
=-a’-a’+6a=0 ;; —a(a2+a— é=0:> a=0; a°+a-6=0;; gz V1t 24 21+24:
-1+ -1+
= 1‘@: 1£5 = a,=-3;;, ;=2
2 2
111 11
Para a=0 = A=|1 2 1| = ‘1 ) #0 = Rango A=2.
112
-2 1 1 > 1
Para a=-3 = A=| 1 2 -3 :>‘ L 27:0: Rango A=2.
1 -3 2
311 31
Para a=2 = A=|1 2 2| = ‘1 5 #0 = Rango A=2
1 2 2
az-3 a=-3
Para ; a#0 } = RangoA=3 ;; Para {a=0; = RangoA=2
az?2 a=2
111 0 X+ y+z=0
Parao = 0 el sistemaresultal 2 1|.|y|=|0| = {x+2y+z=0.
112 z 0 X+ y+2z=0

Siendo Rango A = 2 el sistema homogéneo, ademas de la solucion trivial: X =
y =0, z = 0, el sistema tiene infinitas soluciones; se obtienen despreciando una e



cion, por ejemplo la tercera, y parametrizando una de las incognitas, por ejgmpio,

X+y=-A | —-x-y=A4
X+2y=-A] X+2y=-A

X=-A
Solucion: sy=0 0OAOR
z=A
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: . . 7T, = axt byt cz+d =0 : -
2°) Sea r la interseccion de los plaros Y . Se considera la familia
m,= ax+r By+ cz+d'=0
de planos de la formg= ax by cz dr kax by+cz+d)=0, donde k es un parame-

tro real. Se pide:
a ) Demostrar que la recta r esta contenida en todos los planos de lafamilia

b ) Calcular el plano de la familig=2 x y+ z+1+ Kx+ y+z-2)=0 que se encuentre a
una unidad de distancia del origen de coordenadas.

a)
., . . . ax+ by+cz+d =0
La expresion de r por dos ecuaciones implicit S :
ax By+cz+d'=0
La familia de planosg= ax by cz dr kax Bby+cz+d)=0 constituyen el
haz de los infinitos planos que tienen en comudn, precisamente, a la recta , de donc
deduce, por definicion, lo pedido:

0 KI R la recta r esta contenida en la familia de planos S

b)
La familia de planos/=2 x y+ z+1+ Kx+ y+z-2)=0 puede expresarse de la
formay=(2+ Hx+ (k-3 y+(1+ Kz+(1- ) =0.

La distancia del plan@a = Ax By+Cz+ D =0 al origen de coordenadas viene dada

por la formulad(o, )= El , que aplicada al caso que nos ocupa es:
(o, 7)= |12 S (2 =2k (-1 K

@2+ k) + (k=27 + L+ k)

1- 4k+ 4K =4+ 4k+ K>+ k> - R+ & B 2k+ K - dk+ K® =5+ 4k :: k? —& -5=0.

Kk

:8i1l624+20:8i;/a-:812\/ﬂ:4im:k1:4_\/?1;;k2:4+\/z_.

Los planos que cumplen la condiciéon pedida son los siguientes:

V,E2X- y+z+1+(4—\/2_1 s 2)=0 y V, E2X- y+z+1+(4+\/z.)(x+ y+z—2):O
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2

2
39) Calcular los puntos de la cur\),§1a+y7 =1 en los cuales la pendiente de la recta tan:

gente es 1.

La pendiente de la rectaes m = 1.

La curva puede expresarse de la forxias 2y* =4 ;; y:% A4=X

La pendiente a una curva en un punto es el valor de la derivada en ese punto.

1 - 2X -X
y=Z =1 2= 1-x= A 4% %= f4x)=16-4¢ ;5 =16 ;;
2 2J4-x? 24— x?
, 16 16 4 a5 NN
XT=—7;, X=t [ —=t—=t— = X =—— ;; X =—.
5 J5 5 5 5

Los puntos de tangencia son los siguientes:

x2+y2_:L 16

- A e 2 2 2

4 2 = _Ei-yéi_:iL”.ﬂ-+li_::l” QL_:]:—f!:Ll ” yZ:Lg o y=zx .g ::t:[g;:

2 =16 4 2 5 2 2 5 5 5 5 5
5

_ 10 J10 . V10

s ThTTe v VT

Teniendo en cuenta que la curva es una parabola simétrica con respecto a los
y al origen, los puntos de tangencia pertenecen a los cuadrantes segundo y cuart
puntos de tangencia son:

{25 82258

5 5 5 5
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4°) Dada la funciénf(x):{xﬁX Ssli ))(:2) (Lx=log, x), se pide:

a ) Estudiar la continuidad.

b ) Calcular el area de la region limitada por la curvay = f(x) y las rectas y = 0, x =
x=1, donde k es la abscisa del minimo de la funcién. Hacer un dibuja de la region.

a)
La funcion es continua en su dominio, qugoes «), excepto para x = 0, cuya
continuidad por la derecha es dudosa; se estudia a continuacion.
., . . . lim
Para que la funcion sea continua para x = 0 tiene que cumplirse quef(x)
X -

. ., lim
sea igual al valor de la funcién en ese punto, 0 sea;, f(x)=f (0)=0.

lim Lx - :
=~ = Indet. = {L' Hopital} =

lim lim
f{x)= XLx)=0:(-o)= Indet. =
= T (=0 () T

X
1
lim lim x2 lim
= X =- z == x 0 = f X escontinua por laderechaen x=0
X2

La funcién es continua en su dominio.

b)
Los puntos de corte de la funcién con el eje X son los siguientes:

Vamos a determinar ahora el minimo de la funcion, para lo cual consideremo:
funcion f(x)=x- Lx.

f'(x):l-Lx+x-1:Lx+1 o f{X)=0=Lx+1=0;; Lx=-1;; x=e™
X

. fu(e—l):e_%l:e>o = Minimo

X |~

f(x)=

1(6_1)26_1 ) Le’l=} .(—f]_):—E = Min = B(E, }j
e e e e




Teniendo en cuenta lo anterior y que la funcién en con{ex&n su dominio,

por ser la segunda derivada positiva para cualquier valor real de x perteneciente a
mino, la representacion grafica, aproximada, de la funcién es la siguiente:

Y 4 /
; /

© f(x)

X

Como todas las ordenadas de la superficie que vamos a calcular son negat
cambiamos los limites de integracion:

1
A:jx-Lx-dx: X = A=
1

2

Lx=u_>1-dx=du » »
{L

xdx= dv - v=X—

2

1 1 1
2

[ 2 e 2 e e
= X_ Lx—l.jx.dx:| :|:X_LX—£X_} :|:X_(2|_X_1):| =
2 2 2 2, |4

L 2 1 1
_(12
e) 1 12 1 1 3 1 ée-3
=| 2| 2L=-1||-|=(2L1-1)|=| = (-2-2|-|= -(0-1)|=-—S+== O
4[ e j { ( )} [4e2( )}[ ( )} 4e* 4 4e?
0739-3_ 439 _ o oog
2956 6 ——
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