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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Conteste de manera clara y razonada una de laypdmses propuestas. Se valoraran la
correccion y la claridad en el lenguaje (matemayico matematico) empleado por el
alumno. Se valoraran negativamente los erroregldalo.

OPCION A
1°) a ) Calcule todas las matrices de dimensiondexiza formaA:(i1 SJ que satisfa-
gan A = O.

b ) Demostrar que las matrices del apartado antesigon invertibles.

a)
a’+d=0
1 d)(1 d) {a+td b+d?) (0 0) |bla+d)=0
b+d?=0

a’-a=0;, aa-)=0=>a=0-d,=0-b=0;;a,=1-d,=-1- b, =-1.

Las matrices que cumplen la condicion dada@@fﬁ gj oA =ﬁ :ﬂ

b)
Una matriz es inversible cuando su determinantestieito de cero.

1 -1 : :
= 1‘ =-1+1=0 = A,y A, no son inversibles.

*kkkkkkkkk

A. Menguiano



2°) Calcule la recta perpendicular al plamoque pasa por los puntog(1 1 1),
R,(0, 2 1), R(0, 0, -1) y pasa por el punto O(0, 0, 0).

Los puntosk(1 1, 1), P,(0, 2, 1) y R,(0, 0, -1) determinan los siguientes vectores:

—_—

u=PP,=P,-R=(021-(112)=(-110).
v=RP=P-R=(00 -)-(111)=(-1 -1 -2).

El vector normal del plang es cualquiera que sea linealmente dependiente d
producto vectorial de los vectores=(-1,10) y v=(-1 -1 -2):

i j K
ubv=|-1 1 0|=-2i+k+k-2j=-2i-2j+2k=(-2 -22)= n=(11 -1).
-1 -1 -2

La recta r pedida es la que tiene como vectocuirea n =(1, 1, -1) y pasa por el
origen de coordenadas; su expresion por unas eaggcparametricas es la siguiente:

X=A
rs<y=A, 0OA0R
z=-A
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2x+1

3°) Calcule los maximos y minimos de la funcidm):m.
X X

F(x) =2 (x2 +2x+3)-(2x+1) - (2x+2) _ 2x% +4x+6-4x* ~4x-2x-2 _ = 2x*=2x+4 _
(¢ +2x+3f (x2 +2x+3f (x? +2x+3f

_ —2!x2+x—2!: £(x).

(x2 +2x+ 3)2

Una funcion tiene un maximo o un minimo relativogplas valores que anulan la
primera derivada.

— 2 — — A —
f'(x):O:M:O;; X2+x—2:0;; X= 1+ 1+8: 1133)(1:—2;; X2=1.

(x? +2x+3f 2 2

f"(X): (_4X— 2) : (X2 +2X+3)2 +2(X2 +X— j 2. (x2 +2X+ 3) -(2x+2)
(x2+2x+3)4

_(-4x-2) - (x? +2x+3)+8x* + x—2)(x+1) _
(x2+2x+3)3

_ —4x® -8x* —-12x - 2x° —4x—6+8(x3 +x% +x° +x—2x—2)
(x2+2x+3)3

(x2 +2x+ 3)3 (x2 +2X+ 3)3

_ —4x° —10x* —16x—6+8x° +16x” —8x 16 _ 4x° +6X° —24x—22 _ £(x)

3 2
f1(-2)= 4.(-2P+6-(-2) —24-(—2)—22=—32+24+48—22=§>0:> Minimo.

[(-2F +2- (-2 (-avsf 27

()= 4-1°+6-12-24.1-22 _4+6-24-22 _-36

- =360 - 1asimo,
@+ 2-1+3f (Li2+af & e

f(-2)= f'(_2)+1 = _~4*1 _Z3_ 1 Minimo relativo: Al-2, -1).
(-2 +2-(-2)+3 4-4+3 3

(1): . 21+1 _ 2+1 _3_1 = Maximo relativo: Bl 1, L .
1°+2-1+3 1+2+3 6 2 2
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4°) Dibuje el recinto limitado por la curv{x)=

X entre los valores x =0, x=1vy el
x*+3

eje OX. Calcule el area de este recinto.

La funcion f(x)=

Por serf(-x)=-1f(x), la funcién es simétrica con respecto al origen.

lim lim X
Por ser f(x)= -
X — oo X — *00 X +3

=0, el eje X es asintota horizontal de la funcion.

No tiene asintotas horizontales por sef3# 0, OxOR.

F1(x) = 1. (x2 +3)—x 2x _ X*+3-2x* _ 3-%°
bersf  bewdf e

()= —2x-(x2 +3)2—(3—x2) -2-(x2+3-2x: —2x-(x2+3)—4x(3—x2):
£"(x) (x2+3)4 (x2+3)3

= -2x3 —6X_12X+4X3 _ 2x° —18x = 2X(X2 _9) = f “(X)
(x? +3f be+sf [+ |

e _-2J3(3-9) _12/3
(v3) ™ (3+3)3 S

>0 = Minimo relativo para x= -J3.

o _23(3-9)_-12/3
()~ (3+3)3 6

f(_@) ~3 —£:> Minimo: A{ V3, ——j

3+3

<0 = Maximo relativo para x=+/3.

Por simetria con respecto al orig@ééximo: B(\/é, %}

Con los datos obtenidos puede hacerse una reegengrafica de la funcion
con una cierta aproximacion, como se hace a cation.



Como se observa en la figura, entre los valore®» x = 1, todas las ordenadas

X

de la funciénf(x)= 3 son positivas por lo que el area pedida es lassitg!

XZ
\(A
B f(x
=0 _ \/5 S i ( ) m—
) n O 1.3 X

X=0-1t=3

1 2 _ _ 4

X X“+3=t | x=1-t=4 1

S= -dx = — S==.
£x2+3 {xdx:%dt } 2 J;

=1Lﬂ D1 -0'2877= (144u® =S.
2 3 2 —_—
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OPCION B

L . +2y+3z=-1 +v=0
1°) a ) Calcule la posicion relativa de las reqtas{x y+oz _{X y

X+y-z=0 2 2x+y=1"

b ) Calcule, si procede, o bien el punto de intanig® o bien la recta perpendicular a las
dos rectas dadas y que las corte.

a)
Vamos a realizar el estudio mediante el sistemeud&ro ecuaciones con tres in-
cognitas que determinan las dos rectas expresadasgaciones implicitas.

X+2y+3z=-1
X+y-z=0
x+y=0
2x+y=1

el teorema de Rouché-Frdbenius se hace a contimuaci

El sistema que forman las rectay . es , Cuyo estudio mediante

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

12 3 12 3 -1

11 -1 11-10
M = M=

110 1100

21 0 21 01

En funcion de los rangos de las matrices M y ll’pbsicion relativa de las dos
rectas es la siguiente:

Rango M = Rango M’ = 2= (Puntos comunes) Son rectas coincidentes.
Rango M = 2 ;; Rango M’ = 35 (No hay puntos comunes} Son rectas paralelas.
Rango M = Rango M’ = 3> (Puntos comunes)> Las rectas se cortan en un punto.

Rango M = 3 ;; Rango M’ = 4 (No hay puntos comunes) Las rectas son secantes.

33 30
33 3
11-10
angoM' = - = = = -1/=3-3- =0 =
RangoM' = {F, - F,+F, M= 1 o ofF|t T ~1=3-3-3+3=0
110
2101

= RangoM'=3

Vamos a determinar ahora el rango de M:



12 3
{F,F,F}=1 1 -1/=3-2-3+1=-120 = RangoM =3
11 0

RangoM = RangoM =3 = Lasrectasr Yy ssecortan enun punto

b)
X+2y+3z=-1
. ., ., . Ix+y-z=0
El punto de interseccion es la solucion del siat Xm+y=0
2x+y=1
que es compatible determinado. Para resolverloréeispnos una ecuaciéon, por ejem-
plo la primera, y resolvemos el sistema resultante.

, que sabemos

X+y-z=0
X+y=0 —x—y:O}
=

= x=1;;y=-1;;, z=x+y=0=2z"
2x+y=1 2x+y=1 D

El punto de corte es P(1, -1, 0).
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X+2y+z=-1
2°) a ) Discuta el sistema+ay-az=0  segun los valores del parameiro
3ax+6y—-3z=-1

b ) Resuelva el sistema en el caso en que sea tiblapadeterminado.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:

1 2 1 1 2 1 -1
M=1 a -alyM=1 a -a o0
3a 6 -3 3a 6 -3 -1

El rango de la matriz de coeficientes en funciéhpdrametra es el siguiente:

1 2 1
IM|=|1 a -a|=-3a+6-6a>-3a’ +6a+6=-9a’+3a+12=-33a° ~a-4)=0 =
3a 6 -3

_1£4/1+48 _1++/49 147 N

3a’-a-4=0: a=
6 6 6

Q
1
|

I

NQJ
1

wln

az-1
Para { % } = RangoM =RangoM '=3=n° incég = Compatibledeter minado
3

1 2 1 -1
Paraa=-1= M'=| 1 -1 1 0 |={C,=C}= RangoM'={C,, C,, C,} =
-3 6 -3-1
1 2 -1
= |1 -1 0|=1-6+3+2=0 = RangoM'=2.
-3 6 -1
12 1 -1
Paraa=4 = M'=|1 4 -4 0|= {F,+3F,=F,} = RangoM'=2.
4 6 -3 -1

b)
Resolvemos en los casos de compatible indeterminad



X+2y+z=-1
-y+z=0
-3x+6y-3z=-1

Parao = -1 resulta el siste

Despreciando una ecuacion, por ejemplo la tergeparametrizando una de las
incognitas, por ejempla=A, resulta:

X+2y=-1-A| x+2y=-1-A4
= 3y=-1;; y=-
X-y=-/ -x+ty=A

X+2y+z=-1
+3y-52=0
4x+6y—-3z=-1

Paraa =4 resulta el sistem

Despreciando una ecuacion, por ejemplo la segynparametrizando una de las
incognitas, por ejempla=A1, resulta:

-3x-6y=3+31

= X=2+64 ;; 2y=-1-A-x=-1-1-2-64A=
4x+6y=-1+31

X+2y=-1-A
4x+6y=-1+31

==-3-7A;;, y=-3-24.

X=2+64
Solucion yy=-3-24, OAOR
z=A
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39 Sean un valor real que esta estrictamente entre -1(31 K o < 1). Definimos la
funcion siguiente en funcion de f(x)=%x3 +ax’ +x-3. Demuestre que la funcién ante-

rior solo se anula para un valor de x.

El estudio del crecimiento y decrecimiento de kacfan f(x):%x3+ax2+x—3 es

el siguiente:

f'(x)=x?+2ax+1=0 = x=

—Zaim: —2a122\/az——1=—at\/a2——1-

2

Para-1<a<1 el valor de x de la expresionaz+a*-1 carece de soluciones
reales, lo que implica que la funcion es monétamawe dominio, que es R, indepen-
dientemente del valor real deTeniendo en cuenta que, por ser una funcion uoilice
de grado impar, su recorrido es R, implica necasante que:

. 1
La funcién f(x)=§x3 +ax? +x—3 se anula para un solo valor de x

*kkkkkkkkk



49°) Calcule la siguiente integral indefinidas jx R4+x? - dx.

44'X2:t }ﬂ
1 3
I:.[x-3\/4+x2-dx:> 2x - dx=dt :I:%-J'i/f-dt:%-.[t3-dt:%-; +C=
X -dx=1 - dt S+l

4
3

N~

+C:l;’-t +C:§ -t .%/f+czl;’ -(4+x2)-3</4+x2 +C=1.

00‘$>|F;\b
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