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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Contesta de una manera clara y razonada una de las dos opciones propuestas. Se
ran la correccion y la claridad en el lenguaje (matematico y no matematico) emple:
por los alumnos. Se valoraran negativamente los errores de calculo.

OPCION A
a 2+a 2a

1°) a) Dada la matria=| 0 a-1 3a/|, calcula su rango en funcién de
1 O a

b ) Calcular A parao = 1.

a)
a 2+a 2a
|Al=|0 a-1 3a|= Y a)+3f2+ 3-24al)=d-d+6a+3a-2a"+2a=
1 O a

=@+8a=ala’+8=0= a=0 - (a2+8)>0, DadR.

Parao #0 — Rango A =3

0 2 O
Parao. =0 esA={0 -1 0| = RangoA=2.
1 0 O

Parao. =0— Rango A=2

b)

Parao = 1 esA=

Bk O R

32
0 3|. Para hallar la inversa de A se utiliza el método de
01

Gauss-Jordan:
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(a+ 3x+(2a-1y=0
2°) a ) Discuta para que valorescdel sistema  (a+1)x-az=a} es compatible.
2x(a2)y-az=a

b ) Resuélvalo en el caso (0 casos) en que sea compatible indeterminado.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

at+3 2a-1 O at3 2-1 0 O
M=la+l O -a|yM'=|la+tl 0 -a a].
2 a-2 -a 2 a-2 -a a

El rango de M en funcion dees el siguiente:

a+3 2a-1 O
IM|=|a+1 0 -a|=-2§2a )+ da I a+r J+da+1)(2a-1)=
2 a-2 -a

=- da2a )+ A+ 3 2a & 24— ar 2a- J=-4& + 2a+ A3’ +2a-7)=

=- &+ 2 8+ - 7= ®- #- 5-4&-2-9=0;3=0;H-2-5=0;;

. 2+/4+60 _ 21\/6_4: 2+8

= a=-1; a=23.
6 6 6 & 8 =3
az0
Para ;a# -1} = RangoM= RangoM '= 3=n° incognitas = Compatibledeterminado
azs3

Noétese que, por sersG - G, los rangos de M y M’ son iguales para cualquier
valor real deu.

3 -10

Parao =0esM=|1 0 0|= RangoM = 2.
2 -2 0
2 -3 0

Parao=-1esMm={0 0 1|= Rango M = 2.
2 -3 1




0

-2 | = Rango M = 2.
5
3

Parao = 5/3 esM =

N wlo wk
O whN

1

3
a=0

Para <a=-1} = RangoM= RangoM '=2<n°incognitas = Compatible indeterminado

=5
a=s3

El sistema es compatible para cualquier valor real de

b)
Resolvemos en los casos de compatible indeterminado:
3x-y=0 x=0
Parao =0 es x=0¢ = Soluciéon {y=0, DAOR.
2x—2y=0 z=A
2x-3y=0
Parao = -1 es z=-1} = 2x-3y=0;; x=4;; y=2A1.
2x=3y+z=-1
X=A
Solucion <y=2A4, OAOR
z=-1
Ux+Iy=0 2x+y=0
Paraa = 5/3 es  £x-%z=%}, equivalente al sistema 8x-5z=5;. Despre-
2x-3y-3z=3 6x-y-5z=5

ciando la tercera ecuacion y haciendo/ ;
y=-21, @+ A-%=5;, %=-5+81;; z=-1+84.
X=A

Solucion < y=-24 , OAOR
z=-1+2A
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3°) Sea la funcion { = sen(2x)-x. Demostrar que la funcién f(x) tiene exactamente

. JT T .
tres ceros en el mterva(ez, Ej' O sea, debe probar que existen exactamente tres v

m

lores de x en el interval(o— > 2) tales que f(x) = 0.

La funcion { x= sen(2x)—x, ademas de pasar por el origen por ser f(0) = 0, tan
bién es simétrica con respecto al origen, por §erk= ser-2  + x= x- 2n(2x)=- ().

De lo anterior se deduce que uno de los ceros es ard x

La funcion f(x) es continua y derivable en su dominio, que es R, por lo cual le
aplicable el teorema de Bolzano a cualquier intervalo real que se considere.

El teorema de Bolzano se puede enunciar de la siguiente forma: “Si una funcic
es continua en un intervalo cerrado gy en los extremos de éste toma valores de dis

tinto signo, entonces existe al menos un valofa, b) tal que f(c)=0".

Los maximos y minimos relativos que tiene la funcion en el intervalo considera
son los siguientes.

Para que una funcion tenga un extremo relativo es condiciOn necesaria que
anule su primera derivada:

f (x)= Zos(X ) E 0= cos(2x)=

N

o 2X=arc cos%: X+ 60 ;; x=kmx30, OkOZ.

.. . . . 7l 71
Las unicas soluciones pertenecientes al |ntervalo<1Si:)303=E y x, =-30P= e

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad
es positiva para los valores que anulan la primera se trata de un minimo y, si €s ne
va, de un maximo.

f{ §=-4sen(2x) = f"(—’g):4sen[—gj= 4-(— J:—Z\/?k 0= Max para x=-

oy

Por simetria con respecto al origemin para x:%.

N
N

=
3
o

f(—’—g): sen(—%j—(—%j = —seng+7—37= -sen6(P+—=—-—=——[109.



Méax = A{—’—; ZT_TMJ Por simetriaMin = B(%T, @j

Aplicando el teorema de Bolzano a los valores extremos del int{w%lp—’ﬂ:

T T m_TT
f(—’—g): sen(- ﬂ)—(—zj = —senﬂ+5 :O+—2 ZE >0

= Esto implica que

j—(— nj:—senE+I_T:—ﬁ+l_6T: 7T—3\/§<0

f(—g) = sen(—l—T 5

3

la funcién f(x) tiene un cero para un valor tal que:—g<x2 <—% Yy, por simetria, el

tercer cero paragxtal que:g <X <g.

Teniendo en cuenta lo anterior y, en particular la continuidad de f(x), queda
mostrado que:

Lastnicas raicesde k= sef2 - xen (—g %Tj sonx =0, X :—% Y X :%T
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4°) Haga un dibujo del recinto limitado por las curydg)=4-x> e y,(x)=x?. Calcular
el area de este recinto.

Las dos parabolas son funciones simétricas con respecto al eje de ordenadas.

/ Los puntos de corte con los ejes de las curvas son:
Eje X - y=0:
x=2- A2 0)
A2 —
f(X) y—-4 X —-O — .
A x,==2 » B(-2 0)
2X
\ y=xX = 0= x=0= 0(0, 0).

Eie Y- x=0= y=4-xX - y=4=C(0 4).
Los puntos de corte entre las curvas son los siguientes:
4-X%=x ;28=4;; %¥=2=x=-J2 - (—\/_Zg) X, =2 o E(@
La representacion grafica de la situacion se puede observar en el grafico adjun

Teniendo en cuenta las simetrias de las funciones, el area pedida es la siguien

2-?[(4— 2)- x| dx= 2f( 4%-%) dx= 2f(4— 2¢) -dx:4-{2x—x—;}ﬁ:

0

S

0

= 4.[(2\/__\/5_3}_ 0]: 4.[2\/__2_\:?]: &/_2-[1—%): 8\/_22=@ U =S.
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OPCION B

1°) Consideremos el punto P(1, 2, 3) y la read:—z :%1=ZT_1.
a ) Calcular la ecuacion general del plargue contiene al punto Py a larecta r.

b ) Calcular el punto simétrico del punto P respecto a la rectarr.

a)
Un punto y un vector director de r son Q(2, -1, ) ¥ (3 2 1).

Los puntos P y Q determinan el vector:

w=PQ=Q-P=( 2- 1)-(123=(1-3 -2).

- ()2 Jo (e )3 - P B e - 3= 05-(xc I 1y- 9 14z-3=0:

- X+ ¥ H-141%+33=0 = = x- iy+1k-20=0.

b)
x=2+34
La expresion de r dada por unas ecuaciones parameétricas-gs: —-1+24.
z=1+A

El planon', perpendicular a r por P(1, 2, 3),
es el que tiene como vector normal.a=(3 2, 1) y
/r contiene al punto P:

m=3x+2y+z+D=0

= 3% 2-2+3+D=0;
P(1 2 3) }

F 4 IFD=0::10+D=0;;D=-10>

= 1= 3+ 2y+z-10=0.

El punto N de interseccion de la recta r con el
plano ' es el siguiente:




T= 3x+ 2y+z-10=0

X=2+3A
= 3( & 3)+ 2(- & 2)+(1+1)-10=0 ;;
r=<y=-1+21
z=1+A
X=2+ Lo E’
14 14
6 9- 2 A+ ¥A-10=0;;141-5=0; A== =]y=-1+0=-% :>N[4—3,_—4,1—9j.
14 14 14 14’ 14’ 14
z=1+ > - E
14 14

Para que P’ sea el punto simétrico de P con respecto a r, tiene que cumplirse c

= iire=y 43 4 19 43 4 19
PN=N'"= N-P=P-N;; |[—, ——, —|-(1, 23 z -——, —|n
(14 14 14) (12.3=(x v.2)- (14 14 14)
(E_l‘ _i_2’1_9—3j:( 43 y i 1_9j o
14 14 14 14’ 14" 14
_43_29 | _72_36
14714~ 14 7
29 32 _23)|_ 43 4 19 4 32 36_ 18
—, - X=—, Y+ —, Z-— | DYyt —=-— L y=——=——' =
14° 14’ 14 14 14 14 14 14 14 7
< TR, J
14~ 14~ 14 7
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(a1) x5ay+ az=a-b
2°) a ) Discutir para que valores dg b el sistema y-2az=a+b; es compati-
3ay+(2- az=b
ble.

b ) Resuélvalo en el caso (0 casos) en que sea compatible indeterminado.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a-1 5a a a-1 5a a a-b
M= 0 1 -2alyM'=| 0 1 -2a a+b].
0 3a 2-a 0O 3a 2-a b

El rango de M en funcion del parametres el siguiente:

a-1l 5a a
IM[=| 0 1 -2a|=(a X2 9+ 62(a-)=(a-1)2-a+6a’)=
0 3a 2-a

=(a- )(6;12—a+ j: 0;;a4=1; 6a°-a+2=0;; a:h— 112_48 = alR.

azl
Para {bD R}j RangoM= RangoM'= 3= rf incdg. = Compatibledeterminado

05 1 1-b
Parao =1 esM'=|0 1 -2 1+b|. El rango de M’ en funcién del parametro b es
03 1 b
5 1 1-b
el siguiente]M'|=1 -2 1+b|=- 10+(+ B+ §+ b+ g1-b)-51+b)-b=
3 1 b
=- 16- 4 b 3 B 6 & 5 D-b= &2cb=5(1—4b)=0:>b=:11.

azl
Para{ }:> RangoM= RangoM'= 2< rP incog = Compatible indeterminado

(o
1
I

Para {b;t 1}:> RangoM =2 ;; RangoM '=3= Incompatile

4




b)

El sistema es compatible indeterminado cuandaol y b = %. El sistema resulta
Sy+z=3

4
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3°) Sea la funciérf(x)zx—fl—x—fz.

a ) Calcular los extremos de la funcion f(x).

b ) Estudiar cuando la funcién f(x) es cdncava o convexa.

a)
Para que una funcion tenga un extremo relativo en un punto es condicién nec
ria que se anula su primera derivada en ese punto.

f(X): 1 _ 1 :X—Z—X+1: -1
x-1 x-2 (x-1(x-2) x*-3Kx+2°

= f(x)=0=> %-3=0;; ng.

(o) — 2X—3 _ 2X—3
f (X)_ (X—l)Z(X—Z)Z - (X2 —3X+2)2

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad
es positiva para los valores que anulan la primera se trata de un minimo y, si €s ne
va, de un maximo.

e A 3 Be(a 2o 3 (ed_ 2le- 30 A2 (o9
(- 3x+2)f (3¢ —3x+2f

2(x — 3+ 3- 24 -12x+9) _ 20 - 6+ 4 8C + 24x-18_ — 6 + 114 _

(- 3x+2f

(3 - 3x+2f (3¢ - 3x+2f

- d3¢-ox+7)_ "
- (X2—3X+2)3 = f ()

3 .3
\ 3() -9.-+7 _2.(27_27+7j _E _ _277
): { ) > }_ R 2+27 14_ 2+13

= = ==~ =>0= Min-

oz G (0 067

- =2+2=4 = Min:P(;,@.

b)
Para que una funcidén sea cOncava 0 convexa en un punto es condicion nece
gue su segunda derivada sea negativa o positiva, respectivamente.



X _9-V7
2 == Y0
- - - 6
f'(x)=0 = 2(3x 9x+37): 0: 3C—K+7=0: x= 9+/91-84 _ giﬁ: .
(X2_3x+2) 6 6 _9+ﬁ
X, =
6
Teniendo en cuenta que:

- El dominio de la funcién es( f)= R-{

1, 2}, lo que supone que el dominio se
divide en los intervalo§-«, 1), (1 2) y (2, +).

Que el Unico extremo relativo (minimo) se produce p@ré y que
9- f

X, = 0106 Y x, = > 97 (1g4.,

30- f+(0)="22

— <0= Concavidad(n)-

4°) — El valor def"(x), x>2, por ejemplo x = 35 (3)="_ (2332 - 9'3): 7). ‘814
-3:3+2

<0.

los periodos de concavidad y convexidad son los siguientes:

6

Concavidad £°(x)<0 = (n) = (<o ])u( fj (9+ﬁ,2jm(2,+oo)

Convexidad f"(x)>0 = (0J) = (9_6\/7' 9+6ﬁ]
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4°) Calcular la siguiente integral indefinida: jxsxT_iz - dx.

(XL =X
|—-I;z;;;?' dX—:[X20(+1) dx.

x-1 _A B C _ A% x+ 1)+ B x+1)+Cx? _ AX+ Ax Bx+ B+CX _
XZ(X+1) X X* x+1 Xz(x+1) X2(X+1)
A+C=0
_(A gx+(A+B)x+B L AtBe1lb. = A=2:C=_2.
x(x+1) -

I :lez -dx=2j%-dx—jx—12 -dx—2J'Xi+1 dx=2 1 >4—j X2 -dx—2L|x+1|=

X"+ X
-1 2
- |- —X_+C=LX—2+1+C:I.
x+1] -1 (x+1)* x
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