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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Conteste de manera clara y razonada una de laypdmses propuestas. Se valoraran la
correccion y la claridad en el lenguaje (matemayico matematico) empleado por el
alumno. Se valoraran negativamente los erroregldalo.

OPCION A

. at+2 a-1 .
1°) a) Dada la matr|z_\=( 1 ] calcule los valores depara los cuales la matriz
a

A? — A no tenga inversa.

b ) En el supuesto de= 1, hallar todas las matrices X que satisfacenXA + | = A,
siendo | la matriz identidad.

a)
Una matriz no tiene inversa cuando el valor ddetarminante es cero:

a+2 a-1
a

| A= A|=|A-(A-1)|=| Al |A-1|=0 =

a+l a-1
1 a-1

(a2 +2a-a+1)a?-1-a+1)=0;; (a® +a+1)a?-a)=0.
Por sera?+a+1# 0, Ja0R, tiene que sefa?-a)=0 ;; a(a-1)=0= a,=0 ;; a, =1.

Soluciones:
A’ - A no tiene inversa para a=0 y para a=-1

b)
Parao =1 eSA:(3 OJ.
11

A-X+I=A;; A-X=A-1.Multiplicando por la izquierda porA

AT AX=AT (A=) 1 X=AT (A=) = X =AT - (A-1).
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La inversa de A se hace por el método de GaussiJord
3 0/10 1 1|0 1
(A/|):(1 1‘ 0 J ={F - F}=> (3 o‘ . 0] = {F, - F,-3F} =

1 1/0 1 110 1 10
:( ‘ j:{FZ_)_%FZ}:( ‘ 1]:{F1_>F1—F2}:>[0 1

0 -3/1 - 0 1|-1

e ior(l 2 6 MG 96 8
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ax+(2a+1)y—az=1
2°) a ) Discuta para que valoresadg b para que el sistema  ax+y-az=-2b; €S
ay+(1-a)z=b
compatible.

b ) Resuélvalo en el caso (0 casos) en que seaatibiegndeterminado.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:

a 2a+l -a a 2a+l -a 1
M=|a 1 -al|;; M'=|la 1 -a -—-2b].
0 a 1-a 0 a 1-a b

a 2a+l -a
IM|=la 1 -a|=all-a)-a*+a’-a(l-a)2a+1)=0;;
0 a 1-a

a-a?-al2a+1-2a?-a)=0;; a-a’-2a*-a+2a*+a?=0;; 2a°-2a’ =0 ;; 2a*(a-1)=0 =

= a=a,=0;; a,=1.

az0
Para {a 41 } = RangoM =RangoM '=3=n° incog. = Compatibledeterminado

(para cualquier valor real de b)

010 1 1 0 1 1 1
Paraa=0=> M'={0 1 0 -2b| = RangodeM' = |1 O —2b:—‘1 Zb‘:
001 b 01 b
1 -1
- =2b+1=0 = b=-1.
1 2b 2

Para {b __ 1} = RangoM =RangoM '=2<n° incog = Compatibleindeterminado
-2

a=0
Para {b } = RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatile

#-1

N

13 -1 1
Paraa=1= M'=|1 1 -1 -2b|. Veamos el rango de M’
01 0 b



13 1
{c.c,,c}=[|1 1 -2b|=b+1+2b-3b=1#£0 = RangoM'=3.

01 b
Para {bD:R} = RangoM =2 ;; Rango M'=3 = Incompatile
b)
y=1
- 1 -
Resolvemos par@a=0yb= - el sistema ey =1
z=-%

X=A
Solucion s y=1 0OAOR

=1
Z= 2
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senx

3°) Considere la funciom(x)=- :
1+cosx

a ) Verifique quef (0)= f(m)=0.
b ) Compruebe que la ecuacidtfx)=0 no tiene ninguna solucién en el intervalon(p,

c ) Expligue porqué no es posible aplicar el te@ree Rolle en este caso.

a)
( )_ sen0 _ 0 _
;+cosO0 1+1
— f(0)=f()=0, como debiamos verificar.
sen 0
( )_1+COZH_1—1:O
2 2
b)
.y _ cosx - (L +cosx)-senx - (-senx) _1cosx+cos’ x+serfx _ 1cosx+1
f (X)_ 2 - 2 - 2"
(1+cosx) (1 +cosx) (1 +cosx)
3 Cosx+1 _

f'(x)=0 = 0;;, $cosx+1=0;; cosx+2=0;; cosx=-2 = xUOR.

(2 +cosx)?

f'(x) = 0 no tiene solucion en el intervalo (f),ni en ningun otro intervalo real.

c)
El teorema de Rolle dice que “si f(x) es una fanaontinua en el intervala.,[b]
y derivable end, b) y si se cumple quedl( = f(b), existe al menos un puntal(a, b) tal

que f'(x) = 0".

senx

No es posible aplicar el teorema de Rolle a laitmd (x)= ooy " el inter-
> X
2
valo (0,7n) porque f(x) no esta definida paka 120):3772 que es un valor del intervalo

dado.
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4°) Dibuje el recinto limitado por las curvag(x):%, y,(x)=4x e y3(X)=£, para los

valores positivos de x. Calcule el area de esiatec

Los puntos de corte dg(x)=

X |

con las otras dos funciones en el primer cuadran
te son los siguientes:

1
yl(x)—; = 1=4x 4x* =1:; x2:1 = le = A{l 2)
yz(x)=4x X 4 2 2
y(x)=1 1_x 1
! X t=> === xX=4= x=2= B(Z,—j.
yz(x):x/4 X 4 2

La representacion grafica de la situacion es,xapadamente, la siguiente:
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OPCION B

1°) Dados el punto P(1, 1, 1) y el plane x-y+z=5:

a ) Calcule unas ecuaciones continuas de la rgmapendicular al plans que pasa
por el punto P.
b ) Calcule el punto simétrico del punto P con eetpal planar.

a

Un vector normal al planmes n=(1, -1, 1).

La expresion por unas ecuaciones continuas aela r que pasa por el punto Py
es perpendicular al plamoes la siguiente:

r=x—l_y—l_z—l
1 -1 1

b)
El punto M, interseccion del plano con la recta r, tiene que satisfacer las ecua
ciones de ambos, por lo cual:

T=x-y+z-5=0

X=1+A
r=ly=1-1 :>(1+/1)_(1_/‘)+(1+/1)_5:0;;1+/1_1+A+1+A—5:O;;
z=1+A
X:l-{-ﬂzz
3 3
31-4=0; A=22 y=1—ﬂ::E :>M(Z':},Zj.
_ 3 3 3 3’ 3’3
Z=1+ﬂ:Z
3 3
P(,1,1)
M
P’(X, Y, Z)

r

Para que P’ sea el punto simétrico de P especto an, tiene que cumplirse lo si-



guiente:

PM=MP = M -P=P-M ;;(
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ax+(2a+1)y+(1-az=0
3ax+az=a; €s compatible.

2°) a ) Discuta para que valorescdel sistema
ax+ay+(1- a)z=0

b ) Resuélvalo en el caso (0 casos) en que seaatibiegndeterminado.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:
a 2a+l 1-a a 2a+l 1-a 0
M =| 3a 0 a | yM=|3a 0 a ajl.
a a 1-a a a 1-a 0

El rango de la matriz de coeficientes en funcién ds el siguiente:

a Z2a+l 1-a
IM|=|3a 0 a |=3a%(-a)+a’(2a+1)-a’-3a(2a+1)(1-a)=0;;
a a 1l-a

3a?-3a°+2a’+a’-a’-3a(2a-2a’ +1-a)=0 ;; 4a’ -2a° -3a(-2a’ +a+1)=0 ;;

42’ -2a° +6a’-3a>-3a=0;; 4a°+a’-3a=0;; ada®+a-3)=0;; 8, =0;; 44 +a-3=0 ;;

-1+ -1+ -1+
goTlxV1448_ -1£y49 127 a,=-1; a,=.
8 8 8 - 4
azo0
Para sa# -1 = RangoM = RangoM '=3=n° incég = Compatibledeterminado
az
0110
Paraa=0 = M'=|0 0 0 0| = Rangode M'=2.
0010
-1 -1 2 0
Paraa=-1= M'=|-3 0 -1-1|= {F,=F,} = Rangode M'=2
-1 -1 2 0

a=0 . 0 :
}:> RangoM = RangoM '=2<n° incog. = Compatibleindeter minado

Para {




=
o

3 10 1
4 4 4
Paraa=> = M'= 2 0 2 2| = Aefectos de rango la matriz M’ es equivalen-
4 3 3 190
4 4 4
31010 310 0
te ala matrizv"=|3 0 1 1|= RangoM" ={C,,C,,C,} = |3 0 1|=30-9-30=
3310 3 3 1

=-9#0 = RangoM'=3.

Para a:%: RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatilde

b)
Resolvemos en los casoscde O ya = -1.
y+z=0
_ , _ : : %+z=0
Paraa = 0 el sistema e8+0=0;, equivalente al sistem _ [ +due es com-
z=0 B
patible indeterminado.
x=A
Solucion {y=0, OAOR.
z=0
-X-y+2z=0
. . . Xx+y-2z=0
Parao = -1 el sistema es -3x-z=-1}, equivalente al sistema s g1’
X+2Z=
-X-y+2z=0

gue es compatible indeterminado.

y—-2z=-A

Haciendox=4:
xX+z=1

}:3 z2=1-31 ;; Yy=-A+22=-A+2-6A=2-71=y.

X=A
Solucién < y=2-7A, OAOR
z=1-34
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XA+ X+,

3°) Sea la funciorf(x) o1

a ) Calcule las asintotas de la funcion f(x).

b ) Calcule los extremos de la funcion f(x).

a)

Horizontales: son los valores finitos que tomaulacfon cuando x tiende a valer
infinito; son de la forma y = k.

lim x*+x+1 _

y=k= f(x)= 1= Larectay=1 es asintota horizontal.

X — o X 00 X2+1

Verticales: son los valores de x que anulan el chemador.
x*+1=0;; xOR = No tiene asintotas verticales.

Oblicuas: para que una funcién racional tengaeatsis oblicuas es necesario que
el grado del numerador sea una unidad mayor ogiaeb del denominador.

f(x) no tiene asintotas oblicuas.

b)
Una funcidn tiene un extremo relativo para looxed que anulan la primera de-
rivada:

fl(X): (2X+1)(X2 +:|_)—(X2 + X+ ]) - 2X _ 2)(3 + 22X+ X2 +1_2X3 _2X2 - 2x _ 1- X2

(x2 +1)2 (x2 +1)2 (k241

Para diferenciar los maximos de los minimos serre@ la segunda derivada; si
es positiva para los valores que anulan la prinsrarata de un minimo y, si es negati-
va, de un maximo.

()= 72X (2 +1f ~[-x¢) -2 (2 + 9 -2x _ -2x- (x* +1)-4x -1~ )
(x2 +1)4 (x2 +1)3

_m2X - 2x—Ax+ 4 _ 27 —6X _ 2X - (x2 —3) = £(x)
b +f b vaf (e +af |




f"(—1):ﬂ:f>o = Minimo relativo para x = -1.
a+y° 8

f(—l):l;lLIl:% = Minimo: A{—l %)

fr(1)= 2'(1_5’) =~%<0 = Méximo relativo para x = 1.
(1+1) 8

f(l):1+1+1:§ — Maxma B[1 3.
141 2 2
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49) Calcule la siguiente integral mdeflnlda:j—)< Cert6 dx.

x° | X2 —5X+6

-x° +5x* —6X X+5
0 +5x* -6X

-5x?> +25x -30

0O +19x -30

La division nos permita expresar la fraccion dmfagral de la forma siguiente:

3 -
X o5+ 1730 o010 que la integral seria:
X°—5x+6 X° —5x+

3 —
|:.[2X—.dxzj(x+5+ﬂj dx= .[X+5 . dx +J-M.dxz
X~ —5X+6 X~ —5x+6 x> —5x+6
X2

:7+5x+I1:I. @)

Para resolver la integral lescomponemos factorialmente el denominador:

—_ =2
_5+4/25-24 5=+1 N {Xl = x*-5x+6=(x-2)(x-3).

x> -5x+6=0;; x= =
2 2 X, =3
_ (. 19%-30 _ 19x-30 _ A, B o _ Ax-3A+Bx-2B _
I1_Ix2—5x+6 i I(x—2)(x—3) o I[x—2+x—3j ax=| (x-2)(x-3) o
:J-(A+Bz)x—(3A+ZB)_dX: A+B:19} ’ —2A—ZB=—38}  A—-g B=27 &
x* —5x+6 3A+2B =30 3A+2B=30

_j( j dx=-8L|x~-2|+27L|x-3|=1,.
X— 2 X-3
Sustituyendo el valor de &n la expresion (*), queda finalmente:

2
! =X7+5x—8|_|x—2|+27|_|x—3|+c
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