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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

Contesta de manera clara y razonada a una dedagpdmnes propuestas. Se valorara
la correccion y la claridad en el lenguaje (matéoat no matematico) utilizado por
el alumno. Se valoraran negativamente los errogesattulo. Puede utilizar calcula-
dora de cualquier tipo, cientifica, grafica o paigable, pero no se autorizaran las que
traigan informacion almacenada o puedan transanitirl

OPCION A
ax+y+z=a?
o : : x—y+z=1 .
1°) a) Discuta para que valores del sistema Sx—y—z=1 es compatible.

6x—y+z=3a

b) Resuélvalo en el caso (0 casos) en que sea cahepati

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tagesites:
a 1 1 a 1 1 a?
1 -1 1 ' 1 -1 1 1
M = M =
3 -1 -1|” 3 -1 -1 1
6 -1 1 6 -1 1 3a
1 -1 1
Considerandoqug -1 -1|=-1-3464+6—-14+3=10#0=
6 —1 1
= Rang M = 3.
a 1 1 a?
Rang M' = ; _1 11 1 = Sumando C, a todas las demas =

6 -1 1 3a
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1 a+1 2 a*+1

+ +
= 0 -1 0 0 =—1-( 2 -2 0 >{FKL->FL+F}=>
2 -1 -2 0 5 0 3 1
5 -1 0 3a-1 a=
a+1 2 a*+1
=—la+3 0 a?+1 —2|“+3 a’ +1|—2 [(a+3)Ba—1)—5a%—5] =
5 0 3a-1
=2Ba’—-a+9a—-3-5a?—-5)=2(—2a*+8a—8)=—4(a’? —4a+4) =
Paraa # 2 = Rang M = 3,Rang M' = 4 = Sistema incompatible.
Paraa =2 = Rang M = Rang M' = 3 =n®incég.= S.C.D.
b)
2x+y+z=4
x—y+z=1 . - .
Paraa = 2 el sistema es, _ y—z=1( Despreciando la ultima ecuacion
6x—y+z=26
(que es combinacion de las demas: su suma) y resdtvpor Cramer:
4 1 1
1 -1 1
1 -1 -1l _ A-1+14+14441 2 —1
XTR 1 1T 2 irsesr2er 10
1 -1 1
3 -1 -1
4 1
11
y=la1 ol “2+1+12-3-2+4 _ 10 _
10 10 10
2 1 4
s 11 2-4+3+12+2-1 _ 10
_ 13 -1 1l _ —2- -1 __ 10 _
2= T 10 10 1.

Solucion:x =1,y=1,z=1.
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x=1-—t
2°) Estudia la posicién relativa de las rea:’ta=.sx_—_32 = y—j =zys={y=2t vy,en
7 =



caso de gue se corten, calcular el punto de corte.

Un punto y un vector de cada una de las rectaksaiguientes:

RectarA(2,3,0) yv, = (-3,5,1). RectasB(1,0,5)yv, = (—1,2,0).

Los vectores,. y v, son linealmente independientes por no ser propoates
Sus componentes; esto supone que las rectas aa ome cruzan. Para diferenciar el
caso se determina un vecidmue tiene como origen el punto A de r y como emtre

el punto B de s; es el siguiente:

w=4B =[A—B] =[(2,3,0) — (1,0,5)] = (1,3,=5).

Segun que los vectores, v, y w sean coplanarios o no, las rectas r y s se cortan

0 Se Ccruzan, respectivamente.

Los vectoregv, ,v,, w} son coplanarios cuando su rango es menor queeses,

decir, cuando es cero el determinante de la mglezforman:

b)

-3 5 1
Rang {v,; ,v,w}=>]-1 2 0|=30—-3-2-25=0.
1 3 =5

Rang {v,; ,v,,w} < 3 = Las rectasry s se cortan en un punto.

x=2-—3u
La expresion de r por unas ecuaciones paraméasass {y =34 5u.
Z=U

El punto P de corte es el siguiente:

2—3u=1-t x=2—3:-5=-13
34+ 5u=2t }:{y=3+5-5=28 }:P(—13,28,5).
u=>5 z=5
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3°) Determinar los valores de b y ¢ para que la funcigf(x) = x3 + ax? + bx + ¢

pase por el puntd(1,0), tenga un maximo relativo en x = -1 y un minimtatreo
para x = 0.

Por contenef (x) al punto Pf (1) = 0:
f)=0=>13+a-12+b-14+c=0=>a+b+c=-1. (1)

Por tenerf (x) un maximo relativo para x = -f/(—1) = 0:

f'(x) =3x%+ 2ax + b.

f'(-1)=0>= f'(-1)=3-(-1D)?+2a-(-1)+b=3-2a+b=0>

= —-2a+b=-3. (2

Por tenerf (x) un minimo relativo para x = @/ (0) = 0:

£(0)=0= f(0)=3-02+2a-0+b=0= b =0.

Sustituyendo en (2) el valor de b obtenid@a = -3 = a =

N w

Sustituyendo en (1) los valores obtenidos geb:

24+0+c=-1;c=-1-3 > c=—2,
2 2 2
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2x+5
(x+3)3

-dx.

4°) Calcula la siguiente integral indefinida= [

2t—6+5
t3

dt = | dt =

[ 2x+5 x+3=t->x=t—-3 2(t-3)+5
ekl i SR bl b

2t—1 _ _ -l 2 1
= dt=2-[t*-dt— [t -dt=2-——-—+(C=—Z+5+C=

t  2t2
_ 2 1 _ —4-(x+3)+1 _ —4x—12+1
T x+3 t 2-(x+3)2 +C= 2-(x+3)2 T 2:(x+3)2 +C.
2x+5 4x+11
I'= f(x+3)3 Hdx = — 2 Gia? T C.
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OPCION B

1°) a) Demostrar que la ecuacion matrickal B — A = C no tiene solucion, en donde

&

b) Resolver la ecuacion matricial anterior pero Boa <

3 4

N[RN[R

3\ ~_ (1 2 L ,
), C = ( ) (Indicacion: tomad determinantes).
2

N MR
WIN W
N——

)

Il
/N
W =
SN
N——

a)
A-B—A=C; A-(B-)=C=>M=B—-1=>A-M=C.
Multiplicando por la derecha los dos términos Hor*:
A-M-Mt=C-MY A-I=C-M* > A=C-M™L.
1 1 1 1
= = 1 0 f— =
M=p-1=: z)_ :<z )
)G )=l
O O
IM|=|? ?|=-—-=0 = Mnoesinvertible.
2 ol
Queda demostrado que la ecuacion A - B — A = C no tiene solucion.
b)
1 1 1 1 1 1
— = 1 0 —= = [— =
M:B_I:<_21 Z>_(o 1)=<_i _31> Mt:(f j)
2 3 2 3 3 3
O BERN!
— |z 3|1, ,1_2_1 t _ 3 3
M| = - =-to=-=2 Adj. de M <% _%>

amcn=(; 9-(5 5)-GEE 509

4=(5 o)
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2°) Encontrar la recta r que pasa por el p#(th 0,2) y es paralela a los planos si-
guientesm; =x —2y+3z4+1=0yn,=2x—-3y+z+6=0.

Los vectores normales de los planos®pe (1,—2,3) yn, = (2,—3,1), res-
pectivamente.

Los planos dados son secantes por ser linealmetgpendientes sus vectores
—-2y+3z+1=0
x—3y+z+6=0
tor es cualquiera que sea linealmente dependiehpeabtiucto vectorial de los vectores
n, =(1,-2,3)yn, = (2,-3,1):

. X .
normales, por lo que determinan la re&aé cuyo vector direc-

i J Kk
vi=11 -2 3|=-2i+6/—-3k+4k+9i—j=7i+5+k =
2 -3 1

= v, =(7,5,1).
La expresion de la recta r dada, por ejemploypas ecuaciones continuas es:

x—1 zZ—2
r — .
7 1

=Y
5
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3% a) Demostrar que x = 0 es la Unica raiz de la ecudoidr+ 3x> + 7x = 0.

b) Demostrar que x =0 es la Unica raiz de la eco&cic= 1 + x.

a)

Considerando la funciéfi(x) = 5x° + 3x° + 7x que, por ser polindbmica, es
continua y derivable en R, por lo cual le es aplieal teorema de Rolle a cualquier
intervalo finito que se considere.

El teorema de Rolle dice que “si una funcfdm) en continua efa, b] y deri-
vable en(a, b), cona,b € Ry a < b, y se cumple qug(a) = f(b), existe al menos
un valor ca < ¢ < b tal quef'(c) = 0".

Demostrar que la ecuacién® + 3x° + 7x = 0 tiene como raiz Gnica x = 0 es
equivalente a demostrar que la funcfdm) = 5x° + 3x> + 7x tiene como Unica raiz
x = 0. Situviera otraratz = 8, tal quef (8) = 0, se podria aplicar el teorema de Rolle
a la funcionf (x) en el intervaldo0, £]:

f'(x) = 45x* + 15x* + 7 = f'(c) = 45¢* + 15¢* + 7 > 0,Vc € R.

Lo anterior demuestra que x = 0 es la raiz Unica de 5x° + 3x> + 7x = 0.

Otra forma de demostrar que la ecuacion tieneraizadnica es teniendo en
cuenta el dominio y la continuidad ¢iéx) y que es mondétona creciente en R por ser
f'(x) = 45x* + 15x*+ 7 > 0,vx € R.

b)
Se sigue un proceso similar al apartado anterior.

Considerando la funciég(x) = e* — x — 1 que es continua y derivable en R,
por lo cual le es aplicable el teorema de Rolleadquier intervalo finito que se consi-
dere.

Demostrar que la ecuacierf = x + 1 tiene como raiz Unica x = 0 es equiva-
lente a demostrar que la funcigix) = e* — x — 1 tiene como Unica raiz x = 0. Si
tuviera otra raizc = 3, tal queg(B) = 0, se podria aplicar el teorema de Rolle a la
funcidng(x) en el intervaldo0, 8], cong > 0:

gx)=e*—1=g'(c)=e“—1=0; ec=1 =>¢c=0.

Lo anterior demuestra que x = 0 es la raiz Gnica de e* = x + 1.

Otra forma de resolver el apartado es el siguiente



g"'(x)=e*>0,Vx ER = g(x) es convexa (U) en R.

Comoeg'(x) =e*—1=0=x=0yg(0) =0, lafuncion tiene un minimo
absoluto en el punt@(0, 0), lo que justifica que:

La ecuacion e* = x + 1 tiene una raiz Unica para x = 0.
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4°) Haga un dibujo aproximado de las curyas 6x — x%? ey = x2 — 2x e indique
los puntos de corte. Calcular el area del recimiddo por las dos curvas anteriores.

Los puntos de corte de las dos parabolas somlasianes de la ecuacion que
resulta de la igualacion de sus expresiones:

6x —x?>=x%—-2x; 2x2—8x=0; 2x(x—4)=0>x, =0,x, = 4.
Los puntos de corte s@n(0,0) y A(4, 8).

La pardbolay = 6x — x2 corta al eje OX, ademas del origen, B({®,0). Su
vértice es el siguiente:

y=6-2x=0-x=3 - V,(3,9).

La parabolay = x? — 2x corta al eje OX, ademas del origen, &2, 0). Su
veértice es el siguiente:

y'=2x-2=0-x=1 - V,(1,-1).
‘ Y4 |V

y = 6x — x?

y=x2—2x\
\
R

v

En el intervalo correspondiente al area a calctdaias las ordenadas de la pa-
rabolay = 6x — x% son iguales o mayores que las correspondientenadds de la
pardbolay = x? — 2x, por lo cual el area a calcular es la siguiente:

S = f04[(6x —x3) - (x?2=2x)] -dx = f04(—2x2 + 8x) - dx =

4
2x3  8x? 2:43 128 —128+4+192 64

=[——+—] = 4416 =—"F 64 = —2 =2 2
3 2 1o 3 3 3 3
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