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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Conteste de manera clara y razonada a una de las dos opciones propuestas. Se valorará 
la corrección y la claridad en el lenguaje (matemático y no matemático) empleado por 
el alumno. Se valorarán negativamente los errores de cálculo. Puede utilizar calcula-
dora de cualquier tipo, científica, gráfica o programable, pero no se autorizarán las que 
porten información almacenada o puedan transmitirla. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) �) Discuta para qué valores de � el sistema 
� + �� − 1)� + 3
 = 1        3� + 2� + 
 = −1           −�� − � + 
 = 1� tiene solución. 

 �) Resuélvalo en el caso (o casos) en que sea compatible indeterminado. 
 

---------- �)  
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 

 � = � 1 � − 1 33 2 1−� −1 1� y �′ = � 1 � − 1 33 2 1−� −1 1    1−11 �. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 |�| = � 1 � − 1 33 2 1−� −1 1� = 2 − 9 − ��� − 1) + 6� + 1 − 3�� − 1) =  

 = −6 − �� + � + 6� − 3� + 3 = −�� + 4� − 3 = 0;  �� − 4� + 3 = 0;  
 � = �±√� !��� = �±√�� = �±�� = 2 ± 1 ⇒ �� = 1, �� = 3. 

 $�%� &� ≠ 1� ≠ 3( ⇒ )�*+ � = )�*+ �, = 3 = *º .*/ó+. ⇒ 2. 3. 4. 
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Para � = 1 ⇒ �, = � 1 0 33 2 1−1 −1 1    1−11 � ⇒ )�*+ �, ⇒ 56� → 6� − 36�68 → 68 + 6� 9 ⇒ 

 

⇒ �1 0 30 2 −80 −1 4     1−42 � ⇒ ;6� = −268< ⇒ )�*+ �, = 2.  

 $�%� � = 1 ⇒ )�*+ � = )�*+ �, = 2 < *º .*/ó+. ⇒ 2. 3. >. 
 

Para � = 3 ⇒ �, = � 1 2 33 2 1−3 −1 1    1−11 � ⇒ )�*+ �, ⇒ 56� → 6� − 36�68 → 68 + 36�9 ⇒ 

 

⇒ �1 2 30 −4 −80 5 10    1−44 � ⇒ &6� = − �� 6�( ⇒ �1 2 30 1 20 5 10    114� ⇒ 56� → 6� − 26�68 → 68 − 56�9 ⇒  

 

⇒ �1 0 −10 1 20 0 0     −11−1� ⇒ )�*+ �, = 3. 

 $�%� � = 3 ⇒ )�*+ � = 2;  )�*+ �, = 3 ⇒ 2.@ABC� .*/DCE�A.�FB. 
 �)   
 Para � = 1 el sistema resulta: 

             � + 3
 = 13� + 2� + 
 = −1     −� − � + 
 = 1�, que es compatible indeter-

minado. Despreciando la segunda ecuación, por ejemplo, y haciendo 
 = G, resulta: 
 

 
        � + 3G = 1−� − � + G = 19 ⇒ � = 1 − 3G. 

 � = −� + G − 1 = −1 + 3G + G − 1 = −2 + 4G.  
 2DFH/.ó*: � = 1 − 3G, � = −2 + 4G, 
 = G, ∀G ∈ ). 

 
********** 
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A B 

C D 

2º) Dados los puntos L�0, 0, 0) y M�1, 1, 2), determina los puntos 3 � 4 tales que el 
cuadrilátero LM34 es un rectángulo en el plano N ≡ � + � − 
 = 0 y la coordenada � 
del punto 3 valga 1. Ved la figura adjunta. 
 
 
 
 

---------- 
 
 Los puntos del plano N tienen la forma general $��, �, � + �); en particular, el 
punto 3 es 3�1, �, 1 + �) y el punto D es 4��, �, � + �) 
 LMPPPPP⃗ = RM − LS = R�1, 1, 2) − �0, 0, 0)S = �1, 1, 2). 

 
 M3PPPPP⃗ = R3 − MS = R�1, �, 1 + �) − �1, 1, 2)S = �0, � − 1, � − 1). 
 L3PPPPP⃗ = R3 − LS = R�1, �, 1 + �) − �0, 0, 0)S = �1, �, 1 + �). 
 
 Los puntos ABC determinan un triángulo rectángulo, por lo cual: 
 

 TLMPPPPP⃗ T� + TL3PPPPP⃗ T� = TM3PPPPP⃗ T� ⇒ 
 ⇒ �1� + 1� + 2�) + R1� + �� + �1 + �)�S = R0� + �� − 1)� + �� − 1)�S;  
 1 + 1 + 4 + 1 + �� + 1 + 2� + �� = 2 · ��� − 2� + 1) = 2�� − 4� + 2;    
 4 + 1 + 1 + 2� = −4�;   6 = −6� ⇒ � = −1  ⇒   3�1, −1, 0).  
 
 LMPPPPP⃗ = 34PPPPP⃗ . Siendo 4��, �, 
): 
 
 �1, 1, 2) = 34PPPPP⃗ = R4 − 3S = R��, �, 
) − �1, −1, 0)S = �� − 1, � + 1, 
) ⇒ 
 

⇒ � − 1 = 1 → � = 2� + 1 = 1 → � = 0                         
 = 2�   ⇒   4�2, 0, 2). 

 
********** 
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3º) Considere la función V��) = BW!8 − � − 2, para � ≥ 0. Calcule los extremos rela-
tivos, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y deducir que si � ≥ 4, V��) ≥−4. 

---------- 
 
 Una función tiene un máximo o un mínimo relativo cuando se anula su primera 
derivada: 
 
 V,��) = BW!8 − 1 = 0 ⇒ BW!8 = 1 ⇒ � − 3 = 0 ⇒ � = 3. 
 
 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada: 
si es positiva se trata de un mínimo y, si es negativa, de un máximo. 
 
 V,,��) = BW!8  ⇒  V,,�3) = B8!8 = BY = 1 > 0 ⇒ �í*.CD E�%� � = 3. 
 
 V�3) = B8!8 − 3 − 2 = 1 − 5 = −4  ⇒   �í*.CD: L�3, −4). 
 
 Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o 
negativa, respectivamente. 
 
 Teniendo en cuenta que 4�V) ⇒ ), los periodos de crecimiento y decrecimiento 
son los siguientes: 
 4B/%B/.C.B*AD: V,��) < 0 ⇒ � ∈ �−∞, 3). 

 3%B/.C.B*AD: V,��) > 0 ⇒ � ∈ �3, +∞). 

 
 Teniendo en cuenta el periodo de crecimiento de la función es �3, +∞) y que V�3) = −4, queda justificado que: 
 2. � ≥ 4 B@ V��) ≥ −4. 

 
********** 
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4º) Haga un dibujo aproximado de las curvas � = @B* � e � = cos �, con � ∈ `− a� , a�b, 
indicando los puntos en que se cortan. Calcular el área del recinto limitado por las dos 
curvas anteriores y las rectas � = − a� y � = a�.  

 
---------- 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Los puntos de corte de dos funciones se obtienen de la ecuación que resulta de 
la igualación de sus expresiones: 
 

 @B* � = cos �  ⇒ � = a�.  Única solución en el intervalo `− a� , a�b.  
 
 Nótese que en el intervalo correspondiente al área a calcular, todas las ordenadas 
de la función � = cos � son iguales o mayores que las correspondientes ordenadas de 
la función � = @B* �, por lo cual, la superficie a calcular es la siguiente: 
 

 2 = c �cos � − @B* �) · d�ef!ef = R@B* � + /D@ �S!ef
ef =  

 = g@B* a� + cos a�h − g@B* !a� + cos !a� h = √�� + √�� − g√�� + !√�� h =  

 = √�� + √�� − √�� + √�� = √2 H� ≅ 1,414 H�. 

 
********** 

  

O 

a� 
!a�  

� = @B* � 

a� 

-1 

1 

S  
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X 

!a�

� = /D@ � 
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OPCIÓN B 
 

1º) Calcule la matriz j tal que L · j · L = M, con L = �2 0 12 1 11 0 0� y M = �0 3 32 2 03 0 2�.  

---------- 
 L · j · L = M, multiplicando por la izquierda y por la derecha por la inversa de 
la matriz A: 

 L!� · L · j · L · L!� = L!� · M · L!�;   > · j · > = L!� · M · L!� ⇒  
 ⇒  j = L!� · M · L!�. 
 

La inversa de A se obtiene por la adjunta de la traspuesta: L!� = klm.  ln ko|k| . 

 

 |L| = �2 0 12 1 11 0 0� = −1.    Lp = �2 2 10 1 01 1 0�. 

 

Ldq. dB Lp =
⎝
⎜⎜⎛

u1 01 0u − u0 01 0u u0 11 1u
− u2 11 0u u2 11 0u − u2 21 1u

u2 11 0u − u2 10 0u u2 20 1u ⎠
⎟⎟⎞ = � 0 0 −11 −1 0−1 0 2 � ⇒   

 

⇒  L!� = � 0 0 1−1 1 01 0 −2�. 

 

j = L!� · M · L!� = � 0 0 1−1 1 01 0 −2� · �0 3 32 2 03 0 2� · � 0 0 1−1 1 01 0 −2� =  

 

= � 3 0 22 −1 −3−6 3 −1� · � 0 0 1−1 1 01 0 −2� = � 2 0 −1−2 −1 8−4 3 −4�. 

 

j = � 2 0 −1−2 −1 8−4 3 −4�. 

 
********** 
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2º) Calcule el punto simétrico de L�1, 1, 1) respecto del plano  N ≡ � + � + 3
 = 6. 
 

---------- 
 
 Un vector normal del plano N ≡ � + � + 3
 − 6 = 0 es *P⃗ = �1, 1, 3). 
 
 La recta % perpendicular al plano N que contiene al punto L�1, 1, 1) tiene la si-

guiente expresión dada por unas ecuaciones paramétricas: % ≡ y� = 1 + G  � = 1 + G  
 = 1 + 3G. 

 
 El punto de corte de la recta % y el plano N es la solución del sistema que forman: 
 N ≡ � + � + 3
 − 6 = 0
              % ≡ y� = 1 + G  � = 1 + G  
 = 1 + 3Gz ⇒ �1 + G ) + �1 + G) + 3�1 + 3G) − 6 = 0;  
 1 + G + 1 + G + 3 + 9G − 6 = 0;   11G − 1 = 0 ⇒  G = ���. 

 

 El punto intersección es: 

⎩⎪⎨
⎪⎧� = 1 + G = 1 + ��� = ����   � = 1 + G = 1 + ��� = ����   
 = 1 + 3G = 1 + 8�� = ����⎭⎪⎬

⎪⎫ ⇒  $ g���� , ���� , ����h. 

 
El punto L,��, �, 
) es simétrico de L�1, 1, 1) cuando sea L$PPPPP⃗ = $L,PPPPPPP⃗ : 

 

 R$ − LS = RL, − $S;  `g���� , ���� , ����h − �1, 1, 1)b = `��, �, 
) − g���� , ���� , ����hb ; 
 

g ��� , ��� , 8��h = g��W!���� , ���!���� , ���!���� h  ⇒  
⎩⎪⎨
⎪⎧11� − 12 = 1 → � = �8��11� − 12 = 1 → � = �8��11
 − 14 = 3 → 
 = ����⎭⎪⎬

⎪⎫  ⇒   
 ⇒   L′ �1311 , 1311 , 1711� 

 
********** 
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3º) Determinar un triángulo isósceles de perímetro 9 cm que tenga área máxima. 
 

---------- 
 ℓ + ℓ + � = 9;   � = 9 − 2ℓ. 
 ℎ = �ℓ� − g��h� = �ℓ� − ��� = ��ℓ�!��� = ��ℓ�!��!�ℓ)�� =  

 = ��ℓ�!���!8 ℓ��ℓ�)� = √�ℓ�!���8 ℓ!�ℓ�� = √8 ℓ!��� = 8� · √4ℓ − 9 = ℎ. 

 

 2 = �·�� = �� · � · ℎ = �� · �9 − 2ℓ) · 8� · √4ℓ − 9 = 8� · ��4ℓ − 9) · �9 − 2ℓ)� =   

 = 8� · ��4ℓ − 9) · �81 − 36ℓ + 4ℓ�) =  

 = 8� · √324ℓ − 729 − 144ℓ� + 324ℓ + 16ℓ8 − 36ℓ� =  

 = 8� · √16ℓ8 − 180ℓ� + 648ℓ − 729 = 2. 

 
 La superficie será mínima cuando se anule su primera derivada: 
 

 2,�ℓ) = 8� · ��ℓ�!8 Yℓ� ���·√� ℓ�!��Yℓ�� ��ℓ!��� = 0 ⇒ 48ℓ� − 360ℓ + 648 = 0;  
 2ℓ� − 15ℓ + 27 = 0;   ℓ = ��±√���!�� �·� = ��±√�� = ��±8� ⇒ ℓ� = �� , ℓ� = 3. 

 

 La solución ℓ� = �� carece de sentido lógico, por lo cual: ℓ = 3 /C. 

 �� @DFH/.ó* B@ H* A%.á*+HFD B�H.FáAB%D �.@ó@/BFB@) dB 3 /C dB F�dD. 

 
********** 
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4º) Calcule la integral indefinida: > = c �W��W!�W�!�W�!W�� · d�. 

 
---------- 

 

 
�W��W!�W�!�W�!W�� = kW!� + �W�� + �W!� = 

 = k�W�!W!�)���W�!8W��)���W�!�)�W!�)�W��)�W!�) =  

 = �k����)W���!k!8�)W��!�k���!�)W�!�W�!W��  ⇒  

        L + M + 3 = 2          −L − 3M = 1−2L + 2M − 3 = −2� ⇒ ① + ③ ⇒ −L + 3M = 0 ⇒ −L + 3M = 0−L − 3M = 1( ⇒ −2L = 1 
 ⇒ L = − �� ;  �� + 3M = 0;  M = − � ⇒ − �� − � + 3 = 2 ⇒  

 ⇒ 3 = 2 + �� + � = ���8�� = �  = �8.  

 

 > = c �W��W!�W�!�W�!W�� · d� = c � !��W!� + !��W�� + ��W!� � · d� = 

 = − �� c lWW!� − � c lWW�� + �8 c lWW!� = − �� �|� − 1| − � �|� + 1| + �8 �|� − 2| + 3.  

 > = c �W��W!�W�!�W�!W�� · d� = � · R16�|� − 2| − 3�|� − 1| − �|� + 1|S + 3. 

 
********** 
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