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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Contesta de manera clara y razonada a una de las dos opciones propuestas. Se valorará 
la corrección y la claridad en el lenguaje (matemático y no matemático) utilizado por 
el alumno. Se valorarán negativamente los errores de cálculo. Puede utilizar calcula-
dora de cualquier tipo, científica, gráfica o programable, pero no se autorizarán las que 
traigan información almacenada o puedan transmitirla. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) �) Discuta para que valores de m el sistema 
� + �� − 2)	 + 2�
 = 1                 3� − 	 − 2
 = 2                              � + 
 = 3� es compa-

tible. 
 �) Resuélvalo en el caso de m = 1. 

----------  �)   
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 � = �1 � − 2 2�3 −1 −21 0 1 � y �′ = �1 � − 2 2�3 −1 −21 0 1     123�. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 |�| = �1 � − 2 2�3 −1 −21 0 1 � = −1 − 2�� − 2) + 2� − 3�� − 2) = 0;  

 −1 − 5�� − 2) + 2� = 0; −1 − 5� + 10 + 2� = 0;   9 = 3� ⇒ � = �.  
 ���� � ≠ 3 ⇒ !�"# � = !�"# �$ = 3 = "º &"'ó#. ⇒ *. +. ,. 

 

Para � = 3 ⇒ �$ = �1 1 63 −1 −21 0 1     123� ⇒ !�"# �$ ⇒ �+., +0, +1) ⇒   
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⇒  �1 1 13 −1 21 0 3� = −3 + 2 + 1 − 9 = −9 ≠ 0 ⇒ 2345 6$ = �. 

 ���� � = 3 ⇒ !�"# � = 2;  !�"# �$ = 3 ⇒ *&789�� &"':�;�8&�<9. 

 �)   
 Para � = 1 el sistema resulta: 

  � − 	 + 2
 = 13� − 	 − 2
 = 2             � + 
 = 3�, que es compatible determi-

nado. Resolviendo por Cramer: 
 

 � = �. =. 00 =. =0> ? . �
=>·.AB = =.ACACA0C = .>C . 	 = �. . 0> 0 =0. > . �

C = 0A.D=0=1AC=>C = .EC . 

 

 
 = �. =. .> =. 0. ? >�
C = =>=0A.ABC = FC. 

 *:<G'&ó": � = .>C , 	 = .EC , 
 = FC. 

 
*********    
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2º) Determine m para que la recta � ≡ J=.? = KA.. = L=>.  forme un ángulo de 60º con el 

plano M ≡ � + 2	 + �
 = 6 y calcule el punto de intersección entre ellos. 
 

---------- 
 
 
 
 

 

 

 

 Para que la recta r forme un ángulo de 60º con el plano M es necesario que el 
vector director de la recta y el vector normal del plano formen un ángulo de 30º. 
 
 Un vector director de la recta r es NOPPP⃗ = �0, 1, 1) y un vector normal del plano M 
es "P⃗ = �1, 2, �). 
 

Por definición de producto escalar: "P⃗ · NOPPP⃗ = |"P⃗ | · |NOPPP⃗ | · cos 30°. 
 �1, 2, �) · �0, 1, 1) = √10 + 20 + �0 · √00 + 10 + 10 · √>0 ;  

 2 · �0 + 2 + �) = √5 + �0 · √2 · √3;   4 + 2� = √30 + 6�0;  
 �4 + 2�)0 = X√30 + 6�0Y0;   16 + 16� + 4�0 = 30 + 6�0;  
 2�0 − 16� + 14 = 0;  �0 − 8� + 7 = 0;   � = D±√C1=0D0 = D±√>C0 = D±C0 =  

 = 4 ± 3 ⇒  �] = ], �^ = _. 
 `� �9'8� � 	 9< ;<�": M a:���" G" á"#G<: c9 60° ;��� � = 1 	 ;��� � = 7. 

 
 El punto P de intersección de la recta r y el plano M es el siguiente: 
 

 La expresión de r por unas ecuaciones paramétricas es: � ≡ d� = 1           	 = −1 + e
 = 3 + e   . 
 

 ���� � = 1 ⇒  M ≡ � + 2	 + 
 = 6
� ≡ d� = 1           	 = −1 + e
 = 3 + e            f ⇒ 1 + 2�−1 + e) + �3 + e) = 6; 

NOPPP⃗  "P⃗  

r 

60° 

30° 

Proyección de r 
π 
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1 − 2 + 2e + 3 + e = 6;   3e = 4 → e = 1>. 

 

 i� = 1                      	 = −1 + 1> = − .>
 = 3 + 1> = .>>       f   ⇒   �. j1, .> , .>> k. 

 

���� � = 7 ⇒  M ≡ � + 2	 + 7
 = 6
� ≡ d� = 1           	 = −1 + e
 = 3 + e            f ⇒ 1 + 2�−1 + e) + 7�3 + e) = 6; 

 1 − 2 + 2e + 21 + 7e = 6;   9e = −14 → e = − .1B . 

 

 i � = 1                      	 = −1 − .1B = − 0>B
 = 3 − .1B = .>B       f   ⇒   �0 j1, − 0>B , .>B k. 

 
 **********  
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3º) Considere la función a��) = 2 · 9=�J=.) + 4�. Calcule los máximos y mínimos re-
lativos, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y demuestre que a��) es cóncava 
para todos los valores de x. Una función es cóncava cuando a$$��) > 0. 
 

---------- 
  a��) = 2 · 9.=J + 4�. 

 a$��) = −2 · 9.=J + 4 = 2 · �2 − 9.=J).  a$$��) = 2 · 9.=J. 
 a$��) = 0 ⇒ 2 · �2 − 9.=J) = 0;   2 − 9.=J = 0;   2 = 9.=J ⇒ 1 − � = 2 ⇒  

 ⇒ m = −]. 
 
 Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto es condi-
ción necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condición necesaria no es 
suficiente; para que exista el máximo o mínimo es necesario que no se anule la segunda 
derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada. 
 
 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; 
se es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un mínimo y, si es negativa, 
de un máximo. 
 
 a$$�−1) = 29.=�=.) = 290 > 0 ⇒ ní"&�: �9<�8&N: ;��� � = −1. 
 
 a�−1) = 2 · 9=�=.=.) + 4 · �−1) = 290 − 4 ⇒  ní"&�:: ��−1, 290 − 4). 
 
 Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o 
negativa, respectivamente. 
 
 Teniendo en cuenta que el dominio de la función es R, los periodos de creci-
miento y decrecimiento son los siguientes: 
 +�9'&�&9"8:: a$��) > 0 ⇒ � < −1. 

 ,9'�9'&�&9"8:: a$��) < 0 ⇒ � > −1. 

 
 a$$��) = 2 · 9.=J > 0, ∀� ∈ !. 
 a��) 97 'ó"'�N� �∪) ∀� ∈ !, ':�: 79 ;9cí� c9�:78���. 
 

********** 
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4º) Calcule la siguiente integral indefinida: t = u��0 + 1) · `� · c�. 
 

---------- 
 

t = v��0 + 1) · `� · c� ⇒ i G = `� → cG = 1� · c�
cN = ��0 + 1) · c� → N = �>3 + �f ⇒ 

 ⇒ `� · jJw> + �k − u jJw> + �k · .J · c� = jJw> + �k · `� − u jJx> + 1k · c� =  

 = jJw> + �k · `� − JwB − � + +. 

 t = jJw> + �k · `� − JwB − � + +. 

 
********** 
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OPCIÓN B 
 

1º) Sea la matriz � = �� 0 01 � 00 1 ��, con � real. Calcule �0, �> 	 �1 y calcular una fór-

mula general para la expresión de �y. 
 

---------- 
 

 �0 = � · � = �� 0 01 � 00 1 �� · �� 0 01 � 00 1 �� = ��0 0 02� �0 01 2� �0�. 

 

 �> = �0 · � = ��0 0 02� �0 01 2� �0� · �� 0 01 � 00 1 �� = � �> 0 03�0 �> 03� 3�0 �>�. 

 

 �1 = �> · � = � �> 0 03�0 �> 03� 3�0 �>� · �� 0 01 � 00 1 �� = � �1 0 04�> �1 06�0 4�> �1�. 

 
 De lo anterior se deduce la potencia n-ésima de A, que es la siguiente: 
 

�y = z �y 0 0"�y=. �y 0{x|{x ·}{|x "�y=. �y~. 

 
 Para obtener el coeficiente del elemento �>. se ha tenido en cuenta que: 
 
 La sucesión resulta: 0, 1, 3, 6, ·····, que es una progresión aritmética superior: 
 

 �y = � · j" − 10 k + ] · j" − 11 k + ] · j" − 12 k = 

 = 0 · 1 + 1 · �" − 1) + 1 · �y=.)!�y=.=0)!·0! =  

 = 0 + " − 1 + �y=.)·�y=0)·�y=>)!�y=>)!·0 = " − 1 + �y=.)·�y=0)0 = " − 1 + yx=>yA00 =  

 = 0y=0Ayx=>yA00 = 4^=4^ . 

**********  
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2º) Determine m para que la recta � ≡ J=. = KA.� = LA>>   sea paralela al plano de ecua-

ción  M ≡ � + 	 − 
 = 5 y calcule la distancia entre ellos. 
 

---------- 
 
 La recta r y el plano M son perpendiculares cuando el vector director de la recta 
y el vector normal del plano son perpendiculares, es decir, que su producto escalar sea 
cero. 
 
 Un vector director de la recta r es NOPPP⃗ = �−1, �, 3) y un vector normal del plano M es "P⃗ = �1, 1, −1). 
 
 NOPPP⃗ · "P⃗ = �−1, �, 3) · �1, 1, −1) = 0; −1 + � − 3 = 0 ⇒ � = 4. 
 `� �9'8� � 	 9< ;<�": M 7:" ;���<9<:7 ;��� � = 4. 

 

La distancia de la recta � ≡ J=. = KA.1 = LA>>  al plano M ≡ � + 	 − 
 = 5 es equi-

valente a la distancia de un punto de r a π. 
 

Un punto de r es ��0, −1, −3). 
 

La distancia de un punto �?��?, 	?, 
?) al plano �� + �	 + +
 + , = 0 viene 

dada por la fórmula c��?, M) = |�J�A�K�A�L�A�|√�xA�xA�x . 

 

 c��, M) = c��, M) = |.·?A.·�=.)=.·�=>)=F|�.xA.xA�=.)x = |?=.A>=F|√.A.A. = >√> = √3. 

 `� c&78�"'&� c9 <� �9'8� � �< ;<�": M 97 √3 G"&c�c97. 

 
********** 
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3º) De todos los rectángulos de diagonal c = 6√2 cm, determine el rectángulo de pe-
rímetro máximo. 

---------- 
 

    Perímetro: � = 2� + 2ℎ ⇒ ná�&�:. 
  
     Por Pitágoras: c0 = �0 + ℎ0 ⇒ 
 
     ⇒ ℎ = √c0 − �0 = √72 − �0. 
 

Sustituyendo en el perímetro: � = 2� + 2√72 − �0.  
 
El perímetro será máximo cuando se anule su primera derivada: 
 ���)$ = 2 + 2 · =0�0√E0=�x = 2 − 0�√E0=�x = 0 ⇒ 1 = �√E0=�x ;   √72 − �0 = �;  

 �0 = 72 − �0  ; ;   2�0 = 72  ; ;   �0 = 36 ⇒ � = ±√36 ⇒ �. = 6, �0 = −6. 
 
 La solución negativa carece de sentido lógico, por lo cual: � = 6. 
 
 ℎ = √72 − �0 = √72 − 36 = √36 = � = 6. 
 �< �9'8á"#G<: c9 ;9�í�98�: �á�&�: 97 G" 'G�c��c: c9 <�c: 6 '�. 

 
 **********  

  

c = 6√2 ℎ 

� 
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4º) Considere las funciones a��) = �> y #��) = 3�0 − 4. Haga un dibujo aproximado 
de las funciones anteriores para � ∈ �−3, 3�. Calcule el área limitada por las gráficas 
de las funciones anteriores. 

---------- 
 
 Los puntos de corte de las dos funciones son las soluciones de la ecuación que 
resulta de la igualación de sus expresiones: 
 
 �> = 3�0 − 4; �> − 3�0 + 4 = 0.  
 
 Resolviendo por Ruffini: 
 
 Los puntos de corte son ��−1, −1) 	 ��2, 8). 
 
 El vértice de la parábola es el siguiente: 
 
 #$��) = 6� ⇒ #$��) = 0 ⇒ 6� = 0 ⇒ � = 0. 
 
 #�0) = 3 · 00 − 4 = −4 ⇒ ��0, −4). 
 
 La representación gráfica de la situación es, aproxi-
madamente, la que indica la figura adjunta. 
 

En el intervalo correspondiente al área a calcular, todas las ordenadas de la fun-
ción a��) = �> son iguales o mayores que las correspondientes ordenadas de la fun-
ción #��) = 3�0 − 4. 
 
 El área a calcular es la siguiente: 
 * = u ��> − �3�0 − 4)�c�0=. = u ��> − 3�0 + 4)c�0=. = �J�1 − >Jw> + 4��=.

0 =  

 = �J�1 − �> + 4��=.
0 = j0�1 − 2> + 4 · 2k − ��=.)�1 − �−1)> + 4 · �−1)� =  

 = 4 − 8 + 8 − ..C − 1 + 4 = 7 − ..C = ..0=..C = ....C  G0. 

 
**********  
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