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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Contesta de manera clara y razonada a una de las dos opciones propuestas. Se valc
la correccion y la claridad en el lenguaje (matematico y no matematico) utilizado pol
el alumno. Se valoraran negativamente los errores de célculo. Puede utilizar calcul
dora de cualquier tipo, cientifica, grafica o programable, pero no se autorizaran las qt
traigan informacion almacenada o puedan transmitirla.

OPCION A

x+(m—-2)y+2mz=1
1°) a) Discuta para que valores de m el sistema 3x —y — 2z = 2 €s compa-
_ x+z=3
tible.

b) Resuélvalo en el caso de m = 1.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 m—2 2m 1 m—-2 2m 1
A= (3 -1 —2) yA = (3 -1 -2 2).
1 0 1 1 0 1 3

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parame&® el siguiente:

1 m—2 2m
|A| = |3 -1 —2l=—-1-2(m—-2)+2m—-3(m—2) = 0;
1 0 1

—1-5(m-2)+2m=0; -1-5m+104+2m=0; 9=3m=>m = 3.

Param # 3 = Rang A = Rang A’ = 3 =n2%inc6g.= S.C.D.

1 1 6 1
Param =3 = A’ = <3 —1 =2 2) = Rang A’ = (Cy, Cy, C,) =
1 0 1 3
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1 1 1
>3 -1 2[=-34+24+1-9=-9+0= RangA' =3.
1 0 3
Param =3 = Rang A = 2; Rang A’ = 3 = Sistema incompatible.
b)

x—y+2z=1

Param = 1 el sistema result@x —y — 2z = 2}, que es compatible determi-

x+z=3

nado. Resolviendo por Cramer:

1 -1 2 11 2
2 -1 -2 3 2 -2

X = 3 0 11 —-14+6+6+2 _ 13 _ 11 3 1] _ 24+18—-2—-4+6—-3 _ 17

-3.149 6 6 y 6 6

1 -1 1
3 -1 2

7 = 1 0 3| —3-2+4+1+49 _ 5

o 6 o 6 T 6

. 13 17 5
Solucion:x = —,y =—,z = -
6 6 6
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. -1 +1 -3 s
2°) Determine m para que la reetea xo = yl = Zl forme un angulo de 60° con el

planor = x + 2y + mz = 6 y calcule el punto de interseccion entre ellos.

Para que la recta r forme un angulo de 60° con el pl@sonecesario que el
vector director de la recta y el vector normal del plano formen un angulo de 30°.

Un vector director de la recta rgs= (0,1, 1) y un vector normal del plano
esn = (1,2, m).

Por definicion de producto escalar: v, = |7] - |v,| - cos 30°.

(L2m)-(0,1,1) = VIZ+ 22 +m2 02 + 12 + 12 - 2

2-(04+24m) =vV5+m?2-v2-4/3; 4+ 2m =+/30 + 6m?;
2

(4 +2m)? = (V30 + 6m?)’; 16 + 16m + 4m? = 30 + 6m?;

8+1/64-28 _ 8+v36 _ 816
2 T2 T2

2m? —16m+14=0;, m*—-8m+7=0; m=

=443 :>m1=1,m2=7.

Larectar yelplano w forman un angulo de 60° param =1y param = 7.

El punto P de interseccién de la rectar y el pfaes el siguiente:

x=1
La expresion de r por unas ecuaciones paraméetrica = -1+ A
z=3+41
T=x+2y+z=6
Param=1 = x=1 =21+4+2(-1+A)+ @B+ 1) =6

r=yy=-1+241
z=3+4



1—24214341=6; 31 =4—->)1=2

3"

x=1
4 1
y=-1+;=-20 Pl(l,l,g).
4 13 — 3 37
z=3+-=—
3 3
nT=x+2y+7z=6
_ x=1 _ — 6
Param—7=>rE y=—1+12 =214+2(-1+A)+7(3+ 1) =6;
z=3+1

1—2+21+m+71=a<M=-44ea=—§.

X =
14 23
= _1-"=_2 23 13
Y o o= R(L-7.7)
14 13
z=3-—==
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3°) Considere la funciofi(x) = 2 - e~*~V + 4x. Calcule los maximos y minimos re-
lativos, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y demuestrg(@lies concava
para todos los valores de x. Una funcién es concava cuyfariatgp > 0.

f(x) =2 el + 4x.

flx)=—-2-et™ +4=2-(2—el™). f'(x) =2 e,

ffx)=02>2-2—-el™)=0; 2—el™=0; 2=el™*21-x=2>
=>x=-1.

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condi
cion necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condicién necesaria n
suficiente; para que exista el maximo o minimo es necesario que no se anule la segur
derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad

se es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es negati\
de un maximo.

f"(=1) = 2e=Y = 2¢2 > 0 = Minimo relativo para x = —1.

f(=1)=2-e 17D 4 4.(-1) = 2e? — 4 = Minimo: P(—1,2e?% — 4).

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
negativa, respectivamente.

Teniendo en cuenta que el dominio de la funcion es R, los periodos de creci
miento y decrecimiento son los siguientes:

Crecimiento: f'(x) > 0= x < —1.

Decrecimiento: f'(x) < 0= x > —1.

f'"(x)=2-e™ > 0,Vx €R.

f(x) es concava (V) Vx € R, como se pedia demostrar.
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4°) Calcule la siguiente integral indefinida= [(x? + 1) - Lx - dx.

1
u=»Lx->du=—-dx
I:.[(x2+1)-Lx-dx=> x 3
X
dv=(x2+1)-dx—>v=?+x

=>Lx-(x;+x)—f(%3+x)-%-dx=(%3+x)-Lx—f(%2+1)-dx=

x 3

=(?3+x)-Lx—%—x+C.

3 3

I=(%+x)-Lx—%—x+C.
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OPCION B

a 0 O
1°) Sea la matrid = <1 a 0), cona real. Calculed?, 43 y A* y calcular una for-

0 1 a
mula general para la expresionAle

a 0 0 a 0 O a? 0 0
A2:A-A=<1 a 0)-(1 a 0>=<2a a’? 0)-
0 1 a 0 1 a 1 2a a?

a2 0 0 a 0 0 a3 0 0
A3 =4%2A=(2a a2 o]|l1 a 0]=(3a%2 43 0 |
1 0 1 a 3a¢ 3a? a3

2a a?

ad 0 0 a 0 O a* 0 0
A*=A4%3-A=(3a%2 a® o |(1 a 0)=4a® a* 0 |

3a 3a* ad 0 1 a 6a’> 4a® a*

De lo anterior se deduce la potencia n-ésima de A, que es la siguiente:

a™ 0 0
A" = na™? am 0

2_
n . n an-2 nan 1 an

Para obtener el coeficiente del elementpse ha tenido en cuenta que:

La sucesion resulta: 0, 1, 3, 6, -+ -

an=0-(n51)+1'(n11)+1'(n;1): 1 3 6
2 3
(n-1)! 1

:0-1+1'(n_1)+1'(n—1—2)!-2!_

(D=3t _ g (D)
(n—-3)!-2 2

=04+n—1+

_2n-2+n%-3n+2 n%-n

2 2
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, que es una progresion aritmética superior:



+1 +3
2°) Determine m para que la reete — = >— = = sea paralela al plano de ecua-

ciont=x+y—z=>5ycalcule la dlstanC|a entre ellos.

La recta r y el plana son perpendiculares cuando el vector director de la recta
y el vector normal del plano son perpendiculares, es decir, que su producto escalar s
cero.

Un vector director de la recta rgs= (—1,m, 3) y un vector normal del plano
mesn = (1,1,-1).

v,-n=(-1m3)-(1,1,-1)=0; -1+m—-3=0>m = 4.

Larectary el plano w son paralelos param = 4.

La distancia de la recta= _il = yT“ = ﬁ alplanor =x +y —z = 5 es equi-

valente a la distancia de un punto dertr a
Un punto de r eB(0,—1, —3).

La distancia de un punt®,(x,, y,, z,) al planoAx + By + Cz + D = 0 viene

7 _ |Ax0+By0+CZO+D|
dada por la formuld (Po, ) = — ———>
. _ l10+1-(-1)-1(-3)-5| __ [0-1+3-5] _ 3 _
d(P,m) =d(r,m) = rrsravay Y =y V3.

La distancia de la recta r al plano 7 es \/3 unidades.
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3°) De todos los rectangulos de diagahat 6v/2 cm, determine el rectangulo de pe-
rimetro maximo.

PerimetroP = 2b + 2h = Maximo.

Rl TN Por Pitdgorasi? = b%? + h? =

ﬂfﬂ.:.:.:.3.3.3.3.31.93.3.3.3.3.3.3.3. ....... = h=+d? — b2 =72 — b2.

Sustituyendo en el perimet®:= 2b + 2V72 — b2.

El perimetro sera maximo cuando se anule su primera derivada:

r_ ) —2b _ _ 2b _ _ b . 77— 1.
Py =2+2 =m0~ e - 02 1 = = V720" = b

b2 =72—-b?;; 2b2=72;; b2 =36=>b =1V36 = b, = 6,b, = —6.

La solucion negativa carece de sentido l6gico, por lo bual6.

h=+72—-b2=+72—-36=+V36=Db=6.

El rectangulo de perimetro maximo es un cuadrado de lado 6 cm.
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4°) Considere las funciongéx) = x3 y g(x) = 3x? — 4. Haga un dibujo aproximado
de las funciones anteriores par& [—3, 3]. Calcule el area limitada por las graficas
de las funciones anteriores.

Los puntos de corte de las dos funciones son las soluciones de la ecuacion q

resulta de la igualaciéon de sus expresiones: 1 3 0 4
-1 -1 4 -4
23 =3x%—4; x> —3x2+4=0. JU (A |4 1o
T2 ]
Resolviendo por Ruffini: 2 2
T o]

Los puntos de corte set(—1,—1) y B(2,8).

| &V 4B
El vértice de la parabola es el siguiente: 7l 1
g,(X)=6X$g,(x)=0$6x:0$x:0 1 -1 &):33(2—4
A [ZX
g(0)=3-0°-4=—-4 =V(0,-4).
[y
La representacion grafica de la situacion es, aproxf | JAX) = x
madamente, la que indica la figura adjunta. [

En el intervalo correspondiente al area a calcular, todas las ordenadas de la fu
cion f(x) = x3 son iguales o mayores que las correspondientes ordenadas de la fur
ciong(x) = 3x2 — 4.

El area a calcular es la siguiente:

x3 2

= o = - e = e e = [ 2a —

3 -1

= & +4x]: =(E-2+4.2) - [CL - (-1 +4- (-1)] =

—4-8+8-——144=7-——="T=10y2
16 16 16 16
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