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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Contesta de manera clara y razonada a una de las dos opciones propuestas. Se valorará 
la corrección y la claridad en el lenguaje (matemático y no matemático) utilizado por 
el alumno. Se valorarán negativamente los errores de cálculo. Puede utilizar calcula-
dora de cualquier tipo, científica, gráfica o programable, pero no se autorizarán las que 
traigan información almacenada o puedan transmitirla. 
 
 
OPCIÓN A 
 

1º) �) Discuta para que valores de � el sistema 
   �� + 3� = �� + 2� − � = 12� + � − � = 2� es compatible. 

 �) Resuélvalo en el caso o casos en que sea compatible indeterminado. 
 

----------  �)   
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 � = �� 0 31 2 −12 1 −1� y �′ = �� 0 31 2 −12 1 −1    �12 �. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 

|�| = �� 0 31 2 −12 1 −1� = −2� + 3 − 12 + � = 0; −� − 9 = 0 ⇒ � = −9. 

 ���� � ≠ −9 ⇒ ����  = ����  ! = 3 = �º #�$ó�. ⇒ '. (. ). 

 

���� � = −9 ⇒ �! = �−9 0 31 2 −12 1 −1    −912 � ⇒ *(+ = (,- ⇒ ���� �! = 2. 

 ���� � = −9 ⇒ ����  = ����  ! = 2 < �º #�$ó�. ⇒ '. (. /. 
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�)   
 Para � = −9 el sistema resulta: 

−9� + 3� = −9 � + 2� − � = 1 2� + � − � = 2�, equivalente al sistema sim-

plificado:
         3� − � = 3 � + 2� − � = 1 2� + � − � = 2�, que es compatible indeterminado.  

 
Despreciando una ecuación, por ejemplo la segunda, y haciendo � = 0: 
 � = −3 + 30;   � = 2 − 2� + � = 2 − 20 − 3 + 30 = −1 + 0. 

 '123$#ó�: � = 0, � = −1 + 0, � = −3 + 30, ∀0 ∈ �. 

 
********** 
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2º) El número de litros por metro cuadrado que llovió un determinado día viene dado 

por la función  89:) = − ;<= + >;?@ − A;@ + 10, con : dado en días, con 1 ≤ : ≤ 8 (días 

de la semana). 
 �) Determine el día de la semana que llovió más y el que llovió menos. ¿Cuántos litros 
por metro cuadrado llovieron estos dos días? 
 �) Haga un esbozo de la función anterior durante los 8 días. 
 

---------- �)  
 La condición necesaria para que una función polinómica tenga un extremo rela-
tivo es que se anule su primera derivada. 
 

 8!9:) = − >= :@ + 3: − A@. 

 

 8!9:) = 0 ⇒ − >= :@ + 6: − A@ = 0;  :@ − 8: + 12 = 0;   : = =±√G,H,=@ = 

 = =±√+G@ = =±,@ = 4 ± 2 ⇒ :+ = 2, :@ = 6. 

 
 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; 
si es positiva para los valores que anulan la primera derivada, se trata de un mínimo y, 
si es negativa, de un máximo. 
 

 8!!9:) = − >, : + 3 ⇒ J:+ = 2 → 8!!92) = − >, · 2 + 3 = >@ > 0 ⇒  í�#�1     :@ = 6 → 8!!96) = − >, · 6 + 3 = − >@ < 0 ⇒  á�#�1. 

  

 892) = − @<= + >·@?@ − A·@@ + 10 = −1 + 6 − 9 + 10 = 6. 

 896) = − G<= + >·G?@ − A·G@ + 10 = −27 + 54 − 27 + 10 = 10. 

 R2 Sí� T3U �áV 221W#ó X3U UV VU�:1 � X3U�1� 10 ℓ/�@. 

 R2 Sí� T3U �U�1V 221W#ó X3U UV VU�3�S1 � X3U�1� 6 ℓ/�@. 

 �)  

 891) = − +<= + >·+?@ − A·+@ + 10 = − += + >@ − A@ + 10 = H+H@,[=\= = ]]= ≅ 6,8. 

 898) = − =<= + >·=?@ − A·=@ + 10 = −64 + 96 − 36 + 10 = 6. 
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 La representación gráfica de la función es, aproximadamente, la que se indica en 
la gráfica siguiente. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

********** 
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3º) Dadas las rectas � ≡ cH+@ = d> = e[+H+  � V ≡ c+ = dH@@ = e[+H@ : 

 �) Demuestre que se cruzan.    
 �) Calcule la distancia entre las rectas. 
 

---------- �)  
Un punto y un vector director de cada una de las rectas son los siguientes: 

 
 Recta �: �91, 0, −1) � Wfggg⃗ = 92, 3, −1).  Recta V: i90, 2, −1) � Wjggg⃗ = 91, 2, −2). 
  Se considera el vector xgg⃗  que tiene como origen el punto � ∈ � y extremo el punto i ∈ V: xgg⃗ = �iggggg⃗ = �i − �� = �90, 2, −1) − 91, 0, −1)� = 9−1, 2, 0).   Según que los vectores *Wfggg⃗ , Wjggg⃗ , xgg⃗ - sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan o se cruzan, respectivamente.   Los vectores *Wfggg⃗ , Wjggg⃗ , xgg⃗ - son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero y las rectas � � V se cortan; en caso contrario, se cruzan.  
 ���� *Wfggg⃗ , Wjggg⃗ , xgg⃗ - ⇒ � 2 3 −11 2 −2−1 2 0 � = −2 + 6 − 2 + 8 = 10 ≠ 0. 
 ���� *Wfggg⃗ , Wjggg⃗ , xgg⃗ - ⇒ 3 ⇒ 83US� SU�1V:��S1 T3U 2�V �U$:�V � � V VU $�3���. 

 �)  
 Para calcular la distancia entre las rectas � � V vamos a determinar un paralele-
pípedo cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas, Wfggg⃗  y Wjggg⃗ , y un tercer 
vector xgg⃗  que tiene como origen al punto A de � y extremo el punto B de V. 
 

Para una mejor comprensión se hace el esquema que se observa. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 El volumen del paralelepípedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra 
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del área de la base 
por la altura. Observando que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las rectas. 

� 

S 

V i ℎ 

� 

Wjggg⃗  

Wfggg⃗  xgg⃗  
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 Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma: 
 

 � = Wfggg⃗ ·  9Wjggg⃗  ×  xgg⃗ ) = |Wfggg⃗  ×  Wjggg⃗ | · ℎ = |Wfggg⃗  ×  Wjggg⃗ | · S ⇒ S = |��gggg⃗ · 9��gggg⃗  × �gg⃗ )||��gggg⃗  × ��gggg⃗ | . 

S = |��gggg⃗ · 9��gggg⃗  × �gg⃗ )||��gggg⃗  × ��gggg⃗ | = � @ > H++ @ H@H+ @ \ �
�� � �@ > H++ @ H@� = |+\||HG�H�[,�H>�[@�[,�| = +\|H,�[>�[�| =   

= +\�9H,)?[>?[+? = +\√+G[A[+ = +\√@G = +\√@G@G = ]√@G+>  3 = S9 �, V). 

 
********** 
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4º) Se lanzan dos dados de 6 caras no trucados y se consideran los siguientes casos: 
 '�: “la suma de los resultados de los dos dados es 7”. 
 �����f: “el producto de los resultados de los dos dados es impar”. 
 �) Calcule las probabilidades de que se produzcan los eventos anteriores. 
 �) ¿Son independientes los eventos '� � �����f? Razona la respuesta. 
 

---------- �)  
 �9'�) = �916) + �961) + �925) + �952) + �934) + �943). 
 
 Por ser equiprobables todos los sucesos del caso anterior: 
 

 �9'�) = 6 · �+G · +G� = +G = 0,1667. 

 
 
 �������f� = �911) +  �913) + �931) + �933) + �915) + �951) + 
 +�935) + �953) + �955). 
 
 Por ser equiprobables todos los sucesos del caso anterior: 
 

 �������f� = 9 · �+G · +G� = A>G = +, = 0,2500. 

 �)  
Dos sucesos '� � �����f son independientes cuando se cumple que: 
 
 ��'� ∩ �����f� = �9'�) · �������f�. 
 
Conocemos �9'�) y �������f� pero carece de sentido hablar de la probabilidad ��'� ∩ �����f� ya que es un suceso que no existe; es un conjunto vacío. 
 �1� 21 ��:U�#1�, 21V V3$UV1V '� � �����f  �1 V1� #�SUaU�S#U�:UV. 

 
********** 
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OPCIÓN B 
 
1º) Tenemos tres grifos para llenar un depósito de agua y suponemos que el caudal de 
agua de cada grifo es constante. Si usamos el grifo 1, tardamos 10 horas en llenar el 
depósito; si usamos los grifos 1 y 2, tardamos 4 horas y si utilizamos los tres grifos, 
tardamos una hora. Supongamos que la suma del caudal de los tres grifos juntos es de 
10 litros por minuto, calcule el caudal de cada uno de los grifos y la capacidad del 
depósito. 

---------- 
 
 Supongamos que en una hora llenan cada uno de los depósitos: 
 

 �º 1 → +c  SU2 SUaóV#:1;   �º 2 → +d  SU2 SUaóV#:1;   �º 3 → +e  SU2 SUaóV#:1. 

 

 

                                              10 · +c  SU ) = )                        4 · +c  SU ) + 4 · +d  SU ) = )
1 · +c  SU ) + 1 · +d  SU ) + 1 · +e  SU ) = )⎭⎪⎬

⎪⎫  
             +\c = 1       ,c + ,d = 1
+c + +d + +e = 1⎭⎪⎬

⎪⎫
. 

 
 De la primera ecuación se deduce que � = 10 ℎ1��V. 
 
 Sustituyendo en la segunda ecuación:   
 

 
,+\ + ,d = 1;   @] + ,d = 1;   2� + 20 = 5�;   3� = 20 ⇒ � = @\>  ℎ1��V. 

 
 Sustituyendo en la tercera ecuación: 
 

  
++\ + >@\ + +e = 1;    2� + 3� + 20 = 20�;   15� = 20;   3� = 4 ⇒ � = ,>  ℎ1��V. 

 
 Como los tres grifos juntos llenan el depósito en una hora y cada minuto los tres 
juntos 10 litros:  
 _� $�a�$#S�S SU2 SUaóV#:1 UV SU 600 2#:�1V. 
 

 ��#X1 �º 1:  R� 10 ℎ1��V = 600 �#�3:1V ���1 � 600 2#:�1V ⇒ (+ = +ℓ��¡. 
 

 ��#X1 �º 2:  R� @\>  ℎ1�� = 400 �#�3:1V ���1 � 600 2#:�1V ⇒ (@ = +,]ℓ��¡. 
 

 ��#X1 �º 3:  R� ,>  ℎ1�� = 80 �#�3:1V ���1 � 600 2#:�1V ⇒ (> = �,]ℓ��¡. 
 

********** 
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2º) Debemos diseñar una ventana como la que aparece en la fi-
gura adjunta, o sea, el polígono ACEDB, de 30 metros de perí-
metro. Se trata de un rectángulo con un triángulo equilátero en-
cima. Calcular las dimensiones del rectángulo para que el área 
de la ventana sea máxima. 
 

---------- 
 

 3� + 2� = 30 ⇒ � = >\H>c@ . 

 �@ = ℎ@ + �c@�@ ;   �@ = ℎ@ + c?, ;   ℎ = ¢�@ − c?, =  

 = ¢,c?Hc?, = ¢>c?, = c√>@ = ℎ. 

 

         ' = � · � + c·£@  ⇒ '9�� = � · >\H>c@ + c·¤√<?@ = >\cH>c?@ + c?√>, = G\cHGc?[c?√>, =  

 = +, · ¥�√3 − 6��@ + 60�¦ = √>HG, �@ + 15� = '9��. 

 
 Para que la superficie sea máxima es condición necesaria que se anule su primera 
derivada: 
 

 '!9�� = √>HG@ � + 15.  '!!9�� = √>HG@ < 0 ⇒  á�#�1. 

 

 '!9�� = 0 ⇒ √>HG@ � + 15 = 0;  �√3 − 6�� + 30 = 0;   � = H>\√>HG = >\GH√> = 

 = >\·�G[√>��GH√>�·�G[√>� = >\·�G[√>�>GH> = >\·�G[√>�>> = +\·�G[√>�++ ≅ 7,03. 

 

 � = >\H>·§¨·�©ª√<�§§@ = +]H§«�©ª√<�§§+ = 15 − +]�G[√>�++ = +G]HA\H+]√>++ = �]H+]√>++ = 

 = +]++ · �5 − √3� ≅ 4,46. 

 Á�U� �á�#��: �U$:á��321 SU 7,03 3 SU ��VU � 4,46 3 SU �2:3��. 

 
********** 
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3º) Se consideran las rectas � ≡ ­ � = 1 + 0:� = −1 + :� = 3 − 2:  y V ≡ cH@® = d@® = cH>H+ , dependientes del 

parámetro 0. 
 �� Calcule el valor del parámetro 0 para que � � V se corten. 
 �� Calcule el punto de intersección para el valor de 0 calculado. 
 

----------  ��  
 Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes: 
 
 Recta �: �91, −1, 3� � Wfggg⃗ = 90, 1, −2�.  Recta V: i92, 0, 3� � Wjggg⃗ = 90, 20, −1�. 
 
 Los vectores Wfggg⃗  y Wjggg⃗  son linealmente independiente por no ser proporcionales 
sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar 
el caso hacemos lo siguiente: 
  Se considera el vector xgg⃗  que tiene como origen el punto � ∈ � y extremo el punto i ∈ V: xgg⃗ = �iggggg⃗ = �i − �� = �92, 0, 3� − 91, −1, 3�� = 91, 1, 0�.   Para que las rectas � � V se corten es necesario que los vectores *Wfggg⃗ , Wjggg⃗ , xgg⃗ - sean coplanarios.   Los vectores *Wfggg⃗ , Wjggg⃗ , xgg⃗ - son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero:  
         ���� *Wfggg⃗ , Wjggg⃗ , xgg⃗ - ⇒ �0 1 −20 20 −11 1 0 � = 0; −20 − 1 + 40 + 0 = 0;   30 − 1 = 0 ⇒ 
 = 0 = +>. _�V �U$:�V � � V VU $1�:�� a��� 0 = +>.  ��  

 Para 0 = +> las rectas son � ≡ J� = 1 + +> :� = −1 + :� = 3 − 2:  y V ≡ cH@§< = d?< = cH>H+  

 La expresión de V por unas ecuaciones paramétricas es: V ≡ °� = 2 + +> ±� = @> ±        � = 3 − ±  . 
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 °1 + +> : = 2 + +> ±−1 + : = @> ±        3 − 2: = 3 − ± ² ⇒ : = 3 + ±     ± = 2:³ ⇒ 2: = : − 3 ⇒ ´: = −3± = −6³. 
 R2 a3�:1 SU $1�:U SU 2�V �U$:�V � � V UV �90, −4, 9� 

 
********** 
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4º) El test de inteligencia (CI) es una prueba que en teoría mide la inteligencia de los 
individuos y da un valor que aproximadamente tiene una media de 100. O sea, el nivel 
100 se supone que es nivel de inteligencia de una persona normal. Supóngase ahora 
que el nivel de inteligencia de una determinada población sigue una distribución nor-
mal de media 100 y desviación típica 10. 
 �� Calcule el porcentaje de la población que se considera superdotada. Una persona se 
considera superdotada si tiene un nivel de inteligencia superior a 130. 
 �� Calcule el porcentaje de la población con un nivel de inteligencia entre 90 y 110. 
 $� Nos dicen que el 70 % de la población tiene un nivel de inteligencia menor que un 
determinado umbral. Calcule este umbral. 
 

---------- ��   )�:1V:  � = 100;   µ = 10. 
 9¶ ≥ 130�.  Tipificando la variable: ̧ = ¹Hº» = ¹H+\\+\ . 

 

 �9¶ ≥ 130� = � �¹H+\\+\ ≥ +>\H+\\+\ � = � �¸ ≥ >\+\� = �9¸ ≥ 3� = 

 = 1 − �9¸ < 3� = 1 − 0,9987 = 0,0013. 
 '1� V3aU�S1:�S1V 3� 0,13 % SU 2� a1�2�$#ó�. 

 ��  990 ≤ ¶ ≤ 100�. 
 

        �990 ≤ ¶ ≤ 100� = � �A\H+\\+\ ≤ ¹H+\\+\ ≤ +\\H+\\+\ � = � �H+\+\ ≤ ¸ ≤ +\+\� =  

 = �9−1 ≤ ¸ ≤ 1� = �9¸ < 1� − �9¸ < −1� = �9¸ < 1� − �1 − �9¸ < 1�� =  
 = �9¸ < 1� − 1 = 2 · 0,8413 − 1 = 1,6826 − 1 = 0,6826. 
 R2 68,26 % SU 2� a1�2�$#ó� :#U�U 3� �#WU2 SU #�:U2#�U�$#� U�:�U 90 � 110. 

 $�  
 �9¶ ≤ �� = 0,70. 
 

         �9¶ ≤ �� = � �¸ ≤ cH+\\+\ � = 0,7 ⇒ Mirando en la tabla ½90,1� resulta: 

 
 Para 0,52→ 0,6985 y para 0,53→ 0,7019 ⇒ Para 0,525→0,7. 
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cH+\\+\ = 0,525;   � − 100 = 5,25 ⇒ � = 100 + 5,25 = 105,25. 

 R2 70 % SU 2� a1�2�$#ó� :#U�U 3� �#WU2 SU #�:U2#�U�$#� �U�1� SU 105,25. 

 
********** 
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