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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestoialesquiera, escogidas de entre
las ocho, propuestas. Solo se tendran en cuests|asestas claramente justificadas y
razonadas usando lenguaje matematico o no matemsigin corresponda. Se valo-
raran negativamente los errores de calculo. Seifgeutilizar calculadora cientifica
basica. No se permite el uso de calculadoras gsaficprogramables, ni de dispositi-
VOS con acceso a Internet o aparatos que puedwmita o almacenar informacion.

1 1 -1
1°) Considere las matrice$:= (A 2 —1>,B =1 31 6).
2 1 -1

a) Calcule el determinante de la matriz A.
b) En funcion del parametry halle el rango de la matriz A.
c) Para el valoA = 1, halle la inversa de la matriz A.

d) Para el valod = 1, resuelva la ecuacion matriciat A = B.

a)
1 1 -1
Al=2 2 —-1|=-2—-22-2+4+44+21+1>|A| =—-2%+ 2.
2 A -1
b)
Al =0=>—-22+21=0; - A(1—-2)=0=>1, =0,4, = 2.
A#0 _ =0 _
Para{/,liz}:oRangA—Bypara{A=2}=>RangA—2.
c)

1 1 -1
Paraelvalod =1 = A4 = <1 2 —1).
2 1 -1

Se obtiene la inversa depor el método de Gauss-Jordan.
Antonio Menguiano



1 1 =111 0 0
F, > F, —F
(AII)=<1 2 —1fo 1 o):{szFz_Z;}:
2 1 —1lo 0o 1 3 7703 1
=0 1 0]-1 10=>{F_)F_F}:>01 0l-1 1 0=
0 -1 11-2 0 1 1o e 00 1l-3 1 1
1 0 0]-1 0 1 -1 0 1
=>{F1—>F1+F3}=><0 1 0|]-1 1 o>=>A—1=<—1 1 o).
0 0 1-3 1 1 -3 1 1

d)
X-A=B; X-A-A*=B-AY X-I=B-A'=X=B-4"%

Paral=1=B=(1 3 6).

-1 0 1

X=B-A1'=(1 3 6)-<—1 1 O>$X=(—22 9 7).
-3 1 1
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2°) Durante un afio, cierta empresa vende 21.00@wek de tres modelos A, By C,
al precio de 10.000, 15.000 y 20.000 euros, res@acente. El total de las ventas es
de 332 millones de euros. Se ha observado queéarabihan vendido 21.000 vehicu-
los contando tan solo los del modelo B yeces los del modelo A.

a) Plantee un sistema de ecuaciones con las conegcael problema, en funcion del
namero de vehiculos vendidos de cada modelo.

b) Calcule el numero de vehiculos vendidos de cadielpsuponienda = 3.

c) Determine si existe algun valor del paramdtpara el cual la anterior situacion no
se pueda resolver.

a)
Seanx, y, z el nimero de vehiculos de los tipos A, B y C gelede la empresa,
respectivamente.

El sistema de ecuaciones lineales que se dedueaww®iado es el siguiente:

10.000x + 15.000y + 20.000z = 332.000.000; 2x + 3y + 4z = 66.400

x+y+z=21.000} x+y+z=21.000}
Ax +y =21.000 Ax +y =21.000

b)
x+y+z=21.000
Paral = 3 el sistema result&x + 3y + 4z = 66.400} =y =21.000 — 3x.
3x+y=21.000

x4+ (21.000 - 3x) + z = 21.000} —2x+z= 0}
2x + 3(21.000 — 3x) + 4z = 66.400) —7x + 4z + 63.000 = 66.400

—2x+z=0} 8x—-4z=0

—7x 4+ 4z = 3.400) —7x + 4z = 3400} = x = 3.400.

y =21.000-3-3.400 = 21.000 — 10.200 => y = 10.800.
3.400+ 10.800 + z = 21.000; z =21.000 — 14.200 = z = 6.800.
El nimero de vehiculos vendidos por la empresadua

3.400 del tipo A;10.800 del tipo B y 6.800 del tipo C.

c)

Se trata de que el sistema sea incompatible egénsel teorema de Rouché-
Frobenius, los rangos de las matrices de coefeseptampliada tienen que ser dife-
rentes.



Las matrices de coeficientes y ampliada son tpagsesntes:
1 1 1 1 1 1 21.000

M = <2 3 4) yM' = (2 3 4 66.400).
A 1 0 A 1 0 21.000

El rango de la matriz de coeficientes tiene quelgs, para lo cual, es necesario
gue se anule su determinante:

1 1 1
2 3 4
A 10

M| = =0;2+41—-31—-4=0; A1—-2=0=1=2.

1 1 1 21.000
A=2=M = (2 3 4 66.400) = Rang M' = {C;,C,,C,} =
2 1 0 21.000

1 1 21.000 1 1 105
=12 3 66.400[{=200-]2 3 332|=
2 1 21.000 2 1 105

=200 (315 + 210 + 664 — 630 — 332 — 210) = 200 - (1.189 — 1.172) =
=200-17 # 0 = Rang M’ = 3.

ParaAl =2 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
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3°) Dadas las funciong€x) = x2 —4xy g(x) = 4 — 4x.
a) Represéntelas graficamente en un mismo sisteroaatdenadas.
b) Calcule los puntos de corte de ambas gréficas.

c¢) Calcule el area del recinto limitado por las gra@di de ambas funciones.

a,b)

La funcién f(x) = x? — 4x es una parabola convexa), por ser positivo el
coeficiente dex?, cuyo vértice es el siguiente: W vt I

ffx)=2x—4=0=>2(x—-2)=0=>x = 2. B\ .. [C

f(2Q)=22-4-2=-4>V(2,-4). ) |

f(x)

Otros puntos de la parabola son los siguientes: W\ g
0(0,0),4(4,0),B(~2,12) y C(6,12). "

Los puntos de corte de las dos funciones tiene |
como abscisas las raices de la ecuacion que relsulta /
igualacion de sus expresiones:

_ _ 2 _ . ~ X
fx)=9gx) = f(x) =x*—4x =4 — 4x;
. x; =—2- B(—2,12)
* _4=>{x2=2—>V(2,—4) | ™

La representacion grafica de la situacion se sgpie forma aproximada, en la
figura adjunta.

c)
De la observaciéon de la figura se deduce la superd calcular, que es la si-
guiente:

S=[[g(x)— f(] - dx = [°[(4—4x) — (x* — 4x)] - dx =

= [ (~x*+4) - dx = [—%3+4x]: =(-Z+42)-[-E 44 (-2)] =

=-248-248=16-"=16-(1-3)=16-2>5=2 w2 = 1067 u>
3 3 3 3 3 3
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4°) Sea la funciofi(x) = 1 — Vx2.
a) Halle el dominio y los puntos de corte de la gafile la funcion con los ejes.

b) Calcule la derivada de la funcion y obtenga lésriralos de crecimiento y decreci-
miento.

¢) Compruebe qug(—1) = f(1) y quef’(x) no es nunca cero en el interviddl, 1].
¢, Contradice este hecho el teorema de Rolle?

d) Esboce la grafica de la funcign= f(x).

a)
La funcion esta definida para cualquier valor ceat: D(f) = R.
Los puntos de corte con los ejes son los siguientes
. — 3 2 — () 3 2 — x1=_1_)A(_1,0)
EjeX=f(x)=0=>1—-Vx2=0; Vx? 1:{x2=1_)3(1’0)
EjeY 2x=0=f(0)=1-3Y02=1=C(0,1).
b)

2

f(x)zl—W=1—x§.

) = 02yl 2 5 2. L ey 2
f'(x)=0 STX3 = —oeX 3= o 3\/§=>f(x)— =T

Teniendo en cuenta qié? > 0,Vx € R, los periodos de crecimiento y decre-
cimiento son los siguientes:

f'(x) > 0 = Crecimiento: x € (—,0).

f'(x) < 0 = Decrecimiento: x € (0, +0).

c)
fD=1-Y1)?2=1-V1=1-1=0
fH=1-V12=1-Y1=1-1=0

} > f(=1) = f(1).

Noétese que, en generfil—x) = 1 — 3/(—x)2 = 1 — Vx2 = f(x), por lo cual,

la funcion es simétrica con respecto al eje deradas.

A continuacion se prueba que la funcién no esvdble parac = 0.



Para que una funcién sea derivable en un puntorefiaidn necesaria que sea
continua en ese punto, por lo cual, antes de estadiderivabilidad se estudia su con-
tinuidad.

La funcionf (x) es continua en R, excepto para 0, cuya continuidad es du-
dosa; se estudia a continuacion.

Una funcién es continua en un punto cuando suteBrpor la izquierda y por la
derecha existen y son iguales e iguales al valta tiencion en ese punto.

Parax =0= lim f(x) = lim f(x) = f(0) = lim(l - E{/x_z) =1=
x—-0~ x—0% x=0
= La funciénf(x) es continua em = 0.

La funcionf(x) es derivable en R, excepto para 0 cuya derivabilidad es
dudosa; se estudia a continuadion

Una funcidn es derivable en un punto cuando stsatas por la izquierda y
por la derecha son iguales en ese punto.

Se hacer las derivadas laterales pata0:

FO)=lim (-535) =~ = =+

x—0~ 3 0~ o 0~ o

' S £1(07) # £1(0%) =
FO9=lim (-35) = ~sgm =5 =

= La funcidénf(x) no es derivable para= 0 € [—1, 1].

El teorema de Rolle dice que “si una funcfdm) en continua efa, b] y deri-
vable en(a, b), cona,b € Ry a < b, y se cumple qug(a) = f(b), existe al menos
un valor ca < ¢ < b tal quef'(c) = 0".

Teniendo en cuenta la definicion del teorema dé&eRoo existe contradiccion,
puesto que no se cumple que la funcion sea deevabel intervalo.

d)

Para la representacion gréafica de la funcion
se han tenido en cuenta los puntos de corte con los
ejes, asi como los periodos de crecimiento y decre‘-3/
cimiento y, también, que la funcion no tiene ningpa—"f
tipo de asintotas. La representacion aproximada es
la de la figura.

/ <y
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59 Seaa un parametro real. Considere el plane 3x — 2y — z = 4, y el punto

P(1,1,0) y la rectar = {;C ~ ZZ:_Ol. En cada caso, si existe, obtenga el valor del pa-

rametroa para el cual:

a) El punto P pertenece a la recta

b) Larectar y el planor se corten en un Unico punto.
¢) La rectar esta contenida en el plano

d) La rectar es perpendicular al plamo

a)
x=14+al
La expresion de por unas ecuaciones paramétricas esiy = 1 + aAl.
z=A
Un punto pertenece a una recta cuando satisfaseuscion.
x=14al=1-1=0
y=1+al=1-A1=0;= P € R para cualquier valor real de a.
z=A=>1=0
b)
x=14+al
Un vector director de = {y =1+ akr esv, = (a,a,1) y un vector normal del
z=2A

planor = 3x — 2y —z =4 esn = (3,-2,—1).

Para gue la rectay el planor se corten en un punto es condicion necesaria que
los vectore®, y 71 no sean perpendiculares, o sea, que su produ@Etaesea distinto
de cero:

v, n#0>(a,a1)-(3,-2,-1)#0; 3a—2a—1#0; a—1+0; a=+1.

Larectar y el plano m se cortan en un punto Va € R — {1}.

c)
Para que la rectaesté contenida en el planmoes condicidn necesaria que los
vectoresy, y 1 sean perpendiculares:

— o

v,on=0=>a=1.

La condicidn anterior es necesaria, pero no sufieigpuesto que la perpendicu-
laridad de los vectores. y 71 o Unico que garantiza es que la recta y el pkom
paralelos; para que sean coincidentes, cualquréole la recta tiene que pertenecer
al plano.



Paraa = 1y, por ejemplo,A = 0, un punto de esP(1,1,0).
Un punto pertenece a un plano cuando satisfaceuscién:

n=3x—2y—z=4

P(1,1,0)}=>3'1_2'1—0¢4=>Nosesatlsface.

La rectar no esta contenida en el plano m Va € R.

d)
La rectar es perpendicular al plamocuando los vectorés y n son linealmente
dependientes, es decir, SuUs componentes son prapaEes:

1 .
%: S =5=>a & R = Larectar no es perpendicular am Va € R.
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6°) Dados los punta#(1,1,1),B(0,0,—-2),€(2,—1,0),D(-1,2,—1) y E(0,0,0).
a) Compruebe que los puntos A, B y C determinan uco(piano,r.
b) Averigue si el triangulo de vértices A, B y C estangulo en A.

c¢) Halle el angulo que forma la recta que pasa popilmto Ay D con el plano.

d) Calcule el volumen del tetraedro definido por\lestoresﬁ,ff yﬁj.

a)
Los puntosA(1,1,1),B(0,0,—2),C(2,—1,0) determinan los vectores:

AB = 0B —04 =1[(0,0,-2) — (1,1, D] = (-1, -1, -3).
AC=0C—-04=[(2,-1,0)— (1,1, 1] = (1,-2,—-1).

Los vectoresAB ny son linealmente independientes, lo cual implica lps
puntos determinan un unico plamg.como se queria comprobar.

b)
El triangulo de vértices A, By C serda rectangnoA cuando los vectords y
AC son perpendiculares.

Dos vectores son perpendiculares cuando su peschalar es cero:
AB-AC=(-1,-1,-3)-(1,-2,-1)=—-1+2+3=4%0.

El triangulo de vértices A,B y C no es rectangulo en A.

c)
La expresion general del plances la siguiente:
L x y z+2
n(4B, AC; B)=|-1 -1 -3 [=0;
1 -2 -1

x+2(z+2)—-3y+(z+2)—6x—y=0; -5x—4y+3(z+2) =0;

—5x—-4y+3z2+6=0=>2n=5x+4y—-3z—-6=0.

El vector director de la rectaque pasa poA(1,1,1) y D(—1,2,—1) tiene
como vector directonz, = DA =0A—-0D =[(1,1,1) — (-1,2,—-1)] = (2,-1,2).




Un vector normal del plano = 5x + 4y — 3z — 6 = 0 esni = (5,4, —3).

Por definicién de producto escalar: v, = |1 - |v,| - cos B.

|—)—)

n-Vy|
72wyl

cosf = Por sew y f complementariosen a =

1(54,-3)-(2,-1,2)| _ |10-4-6| 0

Sen a = = = =
J52+42+(=3)2.\/22+(-1)2+22  V25+16+9-V4+1+4  /50-/0

0=

> a=arcsen0 = a =0°=rymnsonparalelos o coincidentes.

Aunque no lo pide el ejercicio, se va a diferenelaaso.

El planorr contiene a la rectasi cualquier punto deesta contenido en el plano.

mT=5x+4y—3z=6

A(LL,1)er= A(1,1,1)

}:5-1+4-1—3-1=6=>5i.

La recta que pasa pa(1,1,1) y D(—1, 2,—1) esta contenida en el plano

d)
El volumen de un tetraedro es igual a un sextowvalelr del producto mixto de
los tres vectores que lo determinan, en valor absol

o Ft -1 -3
Vretraedro = ra ”AB,AC,AD” =1 -2 -—1f=
-2 1 =2

=|-4-3-2+4+12—-1-2| =0 = Vrotragedaro = 0.

Los puntos A, B, C, D son coplanarios y no forrartetraedro.
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7°) Una prueba diagndstica de una enfermedad déta@s negativo el 5 % de las
veces que se aplica a un individuo que la padeeeppsitivo el 10 % de las veces que
se aplica a un individuo que no la padece. Laglesteas muestran que dicha enfer-
medad afecta e 50 de cada 10.000 personas. Setsunp elegida al azar se somete a
la prueba diagndstica, calcule las siguientes fmibades.

a) Que un individuo no padezca la enfermedad.
b) Que la prueba dé resultado positivo.
¢) Que la persona no padezca la enfermedad, siutlaes de la prueba es negativo.

d) Que el resultado de la prueba sea erroneo.

- p =0,005-0,05=0,00025

- p=20995-0,10 = 0,09950

- p=0995-0,90 = 0,89550

a)

P=P(E)=1-P(E)=1—-——=1-0,005 = 0,995.

1.000

b)
P =P(Po) =P(ENPo)+P(ENPo)=

= P(E) - P(Po/E) + P(E) - P(Po/E) = 0,005 - 0,95 + 0,995 - 0,10 =

= 0,00475 + 0,09950 = P(Po) = 0,10425.

c)
I __ P(EnNe) _ P(E)-P(Ne/E) _ 0,995-0,90 _ 0,89550
P = P(E/Ne) ~ P(Ne) = 1-P(Po)  1-0,10425  0,89575

= 0,99972.

d)
P =P(Err) = P(ENNe)+ P(EN Po) =

= P(E) - P(Ne/E) + P(E) - P(Po/E) = 0,005 - 0,05 + 0,995 - 0,10 =

= 0,00025 + 0,09950 = 0,09975.
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8°) Se tienen tres urnas A, By C. La urna A cortié bolas blancas y 2 bolas negras.
La urna B contiene 3 bolas blancas y 3 bolas negeasrna C contiene 6 bolas negras.
Se elige una urna al azar y se extraen dos bolasdera consecutivo y sin reempla-
zamiento.

a) Calcule la probabilidad de que la primera bolasgdt sea blanca.

b) Calcule la probabilidad de que la primera bolasdt sea blanca y la segunda sea
negra.

c) Sabiendo que la primera bola extraida es blaradeile la probabilidad de que la
segunda bola sea negra.

a)
P=P() =P(ANnbl)+PBnb)+P(CNbl)=

w | =
o
+
w | =
o lw
+
w | =
o
Il

7 ~0,38809.

=210 pP)=L=
18 18 18

b)

P=Pbl-ne)=;-Z 24222420 1=—+_-+0>

= P = P(bl — ne) = — = 0,1889.

90
c)

124 133 1 8 9 17
P(nenbl) 3¢ 3otz 10 oots,t0 o5 17418 1741
P=P(Tle/bl)= =365 3?753 =90 30 =970= — =
1

P(bl)

18 18

= P = P(ne/bl) = ;—; = 0,4857.
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