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MATEMATICAS I Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre
las ocho, propuestas. Solo se tendran en cuesta las respuestas claramente justificadas y
razonadas usando lenguaje matematico o no matematico, segun corresponda. Se valo-
raran negativamente los errores de calculo. Se permite utilizar calculadora cientifica
basica. No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables, ni de dispositi-
VOS con acceso a Internet o aparatos que puedan transmitir o almacenar informacion.

0 1 1 6 -3 —4 1 0 0
1°)Seanlasmatrices:A=(1 1 0>,B=(—3 2 1>el=<0 1 0>y/1

\1 0 O -4 1 5 0 0 1
un parametro real cualquiera.

a) Calcule la matriz A — Al b) Calcule la matriz (4 — AI)?.
c) Halle, si existen, los valores del parametro A para los cuales se satisface la relacion

(A - AD? = B.

a)
0 1 1 A 0 0 - 1 1
A—/U:(l 1 0)—(0 A 0>=<1 1-2 o).
1 0 0 0 0 A 1 0 -1
b)
- 1 1 -2 1 1
(A—/l])2=(1 1—-2 0)-(1 1-—2 o>=>
1 0 —2 1 0 -y
A2 +2 1-22 —22
>A-AD?>=(1-21 22-21+2 1
-2 1 A2 +1
c)

A2 42 1-22 —22 6 -3 —4
(A-AD*=B=(1-21 A2-21+2 1 |=[-3 2 1]=
—21 1 A2 +1 —4 1 5
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El tnico valor que satisface la igualdad de las matrices es A = 2.
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3x —2y =4

2°) Considere el sistema de ecuaciones  ay = —3 ¢, dependientes del pardmetro a:

ax+3z=0

a) Discuta el sistema segun el pardmetro a.

b) Para el valor del parametro a para el cual el sistema tiene solucion, resuélvelo.

a)

= {C1,C3,C4} =

b)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

3 =2 0 3 =2 0 4
M = (0 a 0) yM = (0 a 0 —3>.
a 0 3 a 0 3 0

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

3 =2 0
IM|=]0 a 0[=9a=0=a=0.
a 0 3

Paraa # 0 = Rang M = Rang M' = 3 =n®incég.= S.C.D.

3 =2 0 4
Paraa=0=>M' = (O 0 O —3) = {3C;, = —2C,} > Rang M' =
0O 0 3 0

3 0 4
0 0 -3
0 3 0

=27 # 0= Rang M' = 3.

Paraa =0 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

°13;,=0;
3a

Se resuelve el sistema para a # 0.

4a—6
3a

3x —2y =4 5 .
ay=-3;>y=—-. 3x+-=4;, 3ax+6=4a>x =
y a a
ax+3z=0

4“3‘6+3z=0; 4a—6+9z7 =0z =220

4a—-6 3 4a—6
e Y=o 2= ,Va € R — {0}.

Solucion: x =
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3°) Considere la funcion f(x) = e3¥2,

a) Determine las coordenadas del punto en el cual la tangente a la grafica de la funcion
y = f(x) tiene pendiente igual a z Halle la ecuacion de esta recta tangente.

b) Calcule lim L.
xo? 6%

c) Esboce la gréfica de la funcion y = f(x).

d) Calcule la superficie acotada por la grafica de la funciéon y = f(x) y las rectas de
ecuacionesx =0y y = 1.

a)
La pendiente de la tangente a una funcidn en un punto es igual que el valor de
su primera derivada en ese punto.

f'(x) =3-e3*72,

m=f’(x)=3'€3x_2=z; e,e3x—2=1; eSx—1:1=>3x_1:0;

1
El punto de tangencia es el siguiente: f(2) = e3> = e = i =P Gi)

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la

férmula y — y, = m(x — x,), que aplicada al punto P (%i)

y_izi.(x—é); ey—1=3x—-1.

e

Larecta tangente est = 3x — ey = 0.

b)
2
. 1-f(%) . 1-e3%72 13372 1-¢0 )
lim f) _ ] =— = = - = Ind.= {L'Hopital} =
i 6x—4 x- 6x—4 6=—4 4-4 0
. —3-e3%2  _3.%37%2  _3.0 _3 1-f(x) 1
= lim = = —=1 LGP
x_% 6 6 6 ro? 6x—4 2
c)

Para hacer una grafica, aproximada, de la funcion y = e3¥~2 se tiene en cuenta



que, por ser una funcion exponencial de base mayor que 1, es mono6tona creciente en
su dominio, que es R; que tiene al eje de abscisas como asintota horizontal en su parte

negativa, por ser lim f(x) = lim e3* 2= ¢~ =— =21 = 0. El punto de corte
X—>—00 X——00 o

eOO
de la funcidn con el eje de ordenadas es: f(0) = e™2 = Lop (0, eiz)

e?

La representacion grafica de la funcion es, aproximadamente, la que aparece en
la figura adjunta.

Yy
4 |
2
_ 3x=2 P
flx)=e X
—6 —4 -2 0 2

d)
La representacion grafica de la situacion se expresa, de forma aproximada, en la
figura siguiente.

4y |
Jd
fC) He™
) )
y=1 A
| X
—6 —4 -2 ol 2 2~

El punto de corte de la funcion y la recta y = 1 tiene como abscisa la raiz de la
ecuacion que resulta de la igualacion de sus expresiones:

y=f(x)>e*2=123x-2=0; 3x =2; x=§=>A(§,1).

De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la si-
guiente:

2 2 2

2
S=[(1—e3*?)dx=[x]} - [(e**? - dx = g— Jge* 2 dx =

>5=2-1. (*

2 {3x—2=t

— (3 ,3x—-2
I—f03e cdx = _1

2
X==-->ot= 1 0 ¢ i
dx— 'dt 3 }=>—'f_2€ 'dt—
3

x=0-t=-2




-[et]‘lz=§-(e°—e‘2)=§-(

Sustituyendo este valor en (*):

2 e?-1 2e?-e241

2
S:——I:—— =
3 3 3e? 3e?

1 e%-1
1— —) =21
e? 3e?
ez+1 2 o~ 2
=85 = u® = 0,378 u“.
3e?
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x%2+a X <0
4°) Dada la funcion f(x) = { s SLX
10x*>+x + b si x>0

a) Halle la condicion que han de cumplir los parametros a y b para que la funcion y =
f (x) sea continua.

b) Calcule f'(x).

c¢) Halle la condicion y calcule los parametros a y b para que la funcién y = f(x) sea
derivable.

a)

Para que una funcion sea derivable en un punto es condicidn necesaria que sea
continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su con-
tinuidad.

La funcion f(x) es continua en R, excepto para x = 0, cuya continuidad es du-
dosa y se van a determinar los valores reales de a y b para que lo sea.

Una funcion es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

a

lim f(x) = llm
Parax =0 = { x>0~ S02x—4
11m flx) = 11m(10x +x+b)=b= f(O)

a
4

:xlir(r)l_f(x) = xli_)r(r)1+f(x) = f(0) = —%: b= a= —4b.

La funcion f(x) es continua para a = —4b.
b)
f (x)—{H—Z; six<0 (),
20x+1 six=>0
- _ x%*+a , _ 2x-(2x—4)-(x*+a)2 _ 2x*—4x-x*-a _ x*-4x-a
() 9(x) = yarind/ (x) = 22.(x—2)2 T 2x-22 2:(x-2)?°
c)

La funcion f(x) es derivable en R, excepto para x = 0 cuya derivabilidad se va
a forzar determinando los correspondientes valores de a y b.

Una funcion es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y
por la derecha son iguales en ese punto.



xZ—-4x—a a .
fl(x) ={—2(x_2)2 Six<O0 (*) =>x=0 =>f/(0)={ 8 ..S'l x<0=>
20x+1 six=0 1six=0
= f,(O_) = f’(0+) = —g =1=aq=-8.

Teniendo en cuentaque a = —4b = b = —%z —_78:» b=2

La funcién f(x) es continua y derivable en R paraa = -8y b = 2.
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5° Del paralelogramo (cuadrilatero cuyos lados opuestos son paralelos) ABCD, se co-
nocen los vértices consecutivos A(1,0,—1),B(2,1,0) y C(4,3,—2).

a) Calcule el coseno del &ngulo que forman los vectores ABy AC.
b) Encuentre las coordenadas del punto medio, M, del segmento AC.
c¢) Encuentre las coordenadas del vértice D.

d) Calcule el &rea del paralelogramo ABCD.

a)
AB =0B — 04 =1[(2,1,0) — (1,0,-1D] = (1,1, 1).
AC=0C-04=1[(473,-2)—(1,0,-1D] = (3,3, -1).
= T2 _ 78| . 371, _ ABAC (1,1,1)-(3,3,-1) _
AB - AC = |AB| |AC| cosf = cosf = AEA - VoI r e
_ 3+3-1 __5 _ .5 _5V57
T VIF1+14949+1 V319 V57 cosf = 57 °
b)
1+4 0+3 -1-2 3 5 3 3
==y = =g = = 2 MG )
c) B

—— — — C
DC=(1,1,1) =0C —-0D =
A D
=[(4,3,-2)— (x,y,2)] = (4—x,3—y,—-2 — 2).
AB=DC=>(1,1,1)=(4—x,3—y,—2—z)=>{3—y:1—>y=2 }:
-3

—2—-—z=1-2z=
= D(3,2,-3).

d)

AD =0D -04A=1[@3,2,-3)—-(1,0,-1)] = (2,2,—-2)

El area de un paralelogramo es igual que el modulo del producto vectorial de los
dos vectores que lo determinan:

L i j k
Sapecp = |ABxAD| = |1 1 1| =|-2i +2j + 2k — 2k — 2i + 2j| =
2 2 -2




= |—4i+4j|=4-|—i+jl=4-JD2+12=4-V2.
S = 42 u?.
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x4v=3 x=1+21
6°) DadaslasrectaSrE{ Y= ys=3y=—-4 ,1€R.
2x —z=1
z=—-4—-1
a) Encuentre una ecuacion vectorial para la recta r.
b) Encuentre la posicion relativa de las rectas r y s.

c¢) Encuentre la ecuacion general del plano  perpendicular a la recta r que pasa por el
punto P(2,0,—1).

d) Encuentre la ecuacion general del plano paralelo a » que contiene a la recta s.

a)
x=96
B z=—-1+26

>r=(xy12)=(00,3-1)+d6-(1,-1,2).

Un punto y un vector director de la recta r son A(0,3,—1) y v, = (1,—1,2).

Un punto y un vector director de la recta s son B(1,0,—4) y v, = (1,—1,—1).

Los vectores v, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales
sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferen-

ciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el
punto B € s:w = AB = 0B —0A =[(1,0,—-4) — (0,3,-1)] = (1,-3,-3).

Segun que los vectores {v,, v5, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan
0 Se cruzan, respectivamente.

Los vectores {v,, v, w} son coplanarios cuando el rango del determinante que
forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

1 -1 2
Rang {v;, v w}=|1 -1 -1/=3-6+1+2-3-3=-6%0=
1 -3 -3

— — —> —_— — — .
= Rang {v,,v;,,W} =3 = v, V;, W ho son coplanarios.

Las rectasr Yy S se cruzan.




c)
Siendo v, = (1,—1,2) un vector director de la recta, la ecuacion general del
planoresdelaformanr =x—-y+2z+D = 0.

Si el plano contiene al punto P(2, 0, —1) tiene que satisfacer su ecuacion:

n=x—-y+2z+D=0

P(2,0,—1)}:2_0+2'(_1)+D:O:D20:’

>n=x—y+2z=0.

d)
El plano y pedido tiene a v, = (1,—1,2) y v, = (1,—1, —1) como vectores di-
rectores y contiene al punto B(1,0,—4) € s. Su expresion general es la siguiente:

x—1 y z+4
yB; vv)=|l 1 -1 2 |[=0;
1 —1 -1

x—-1D+2y—(+4)+(z+4)+2x—-1)+y=0; 3(x—1)+3y =0;

x—1+y=0=>y=x+y—1=0.
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7°) Dados dos sucesos Ay B, se conocen las siguientes probabilidades: P(A4) = 0,7,
P(B) = 0,4y P(AUB) = 0,58, donde A y B indican los sucesos contrarios (0 com-
plementarios) de Ay de B, respectivamente. Calcule las siguientes probabilidades:

a) P(A),P(B)y P(An B).:Son Ay B sucesos independientes?

b) P(AU B). ¢) P(BnA4). d) P(A/B)yP(A/B).

a)

P(A)=1-P(A)=1-07=0_3. P(B)=1-P(B)=1-04=0,6.

P(AUB)=058=1—-P(ANB);

P(ANB)=1-0,58 = 0,42.

PAUB) = 1-P(AnB)
Dos sucesos Ay B son independientes si P(A N B) = P(A) - P(B).

P(AnB)=P(A)-P(B)=0,42=0,7-0,6 = AyB son independientes.

b)
P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANnB)=10,7+0,6—-0,42 = 0,88.
c)
P(BNA)=P(B)-P(ANnB)=06—042 =0,18.
d) panE) 042 BNA=B—-(ANB)
n ’ —_—
P(A/B) = PG) 060 0,7.
P(Z/B) _ P(AnB) _ 0,18 ~0.3.

P(B) 0,60
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8°) El tiempo de duracion de las actualizaciones de cierto programa antivirus sigue una
distribucion estadistica normal de media 8,8 meses con una desviacion tipica de 3 me-
Ses.

a) ¢Qué porcentaje de las actualizaciones supera los 10 meses?
b) ¢(Qué porcentaje de las actualizaciones se ha mantenido entre 7 y 10 meses?

c) ¢Para qué valor del parametro c se tiene que el intervalo (8,8 — ¢; 8,8 + c) es el
intervalo de tiempo de duracion del 98 % de las actualizaciones?

Datos: u=8,8; o= 3.

X - N(u; 0) = N(8,8; 3). Tipificando la variable: Z = x-88

a)

10-8,8

P=PX210)=P(22"2)=pP(222)=P(Z204) =

=1-P(Z<04)=1-0,6554 =0,3446 = 34,46 %.

b)

P=P(73X310)=P(7‘38'8szs10;8'8)=P(¥gzg£)=

=P(-06<7Z<04)=P(Z<04)—-P(Z<-06)=
=P(Z<04)—[1-P(Z<06)]=P(Z<04)—1+P(Z<06)=

=0,6554 -1+ 0,7257 = 1,3811 — 1 = 0,3811 = 38,11 %.

7 P(BB—c<X<88+c)=P(P—2<z< ) =p(F<z< >

> P (=<7 <%)=09800
P(r29)-r(r=-=rlr=)-fr-r(r=9)-

=P(z<S)-1+P(z2<5)=2-P(2<%)—1=09800;

2-P (Z < g) = 1,9800; P (Z < g) = 0,9900. Mirando en la tabla N(0,1) de forma
inversa, al valor 0,9900 le corresponde, aproximadamente 2,33, por lo cual:



c
3

= 2,33 > ¢ = 6,99.
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