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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
 
El alumno elegirá uno de los dos repertorios que a continuación se proponen. 
Cada una de las cuatro cuestiones del repertorio elegido puntuará 2’5 puntos como má-
ximo. 
 
REPERTORIO A 
 

1º) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales 
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 Las matriz de coeficientes es 
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A , que como se aprecia tiene las co-

lumnas primera y tercera opuestas, por lo cual su rango es dos. 

La matriz ampliada es 
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'A ; su rango también es dos por ser iguales 

las columnas primera y cuarta y opuestas a la tercera. 
 
Según el Teorema de Rouché-Fröbenius es sistema es compatible indeterminado 

por tener las matrices de coeficientes y ampliada el mismo rango, dos, que es menor que 
el número de incógnitas, tres. 
 
 Para resolverlo despreciamos una de las ecuaciones (primera) y parametrizamos 
una de las incógnitas (z): 
 

R

z

y

x

Solucióny
x

yx
z

zx

zyx
∈∀









=
=

+=
⇒=⇒





+=
+=+

⇒=⇒




=−
=−+

λ
λ

λ

λ
λ

λ ,0

1

:0
1

1

1

1
 

 
********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 
2º) Calcula el ángulo que forma el plano 0=++≡ zyxπ  con la recta r de ecuaciones 

1,1 =+=+ zyyx . 
---------- 

 
 Para determinar el ángulo α  que forma la recta r con el plano π  (ver figura), con-
sideramos el vector v , director de la recta r, y el vector n , normal del plano π . 
 
 Como puede observarse, el ángulo que forman los dos vectores es β , que es 
complementario del ángulo α  que buscamos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 El ángulo que forman dos vectores se deduce del concepto de producto escalar: 
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coscos··· =⇒= ββ . 

 
 Teniendo en cuenta que el coseno de un ángulo es igual que el seno de su ángulo 
complementario (de hecho, la palabra co-seno indica complementario del seno), sería: 
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 La expresión de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
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 El vector director de la recta r es ( )1,1,1 −=v . 
 
 El vector normal del plano π  es ( )1,1,1=n . 
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 Aplicando la fórmula obtenida: 
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3º) Dada la función 
( )
( )1coscos

1
)(

+−
++=

xx

xsenxsen
xf  en el intervalo π20 << x , calcula su deri-

vada, simplificándola en lo posible. ¿Es constante esta función f(x)? 
 

---------- 
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Por ser la derivada nula, la función f(x) es una constante. 
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4º) Enuncia la Regla de Barrow. Representa la gráfica de la función ( ) ∫=
x

dttxf
1

. 

---------- 
 

 El enunciado de la regla de Barrow es el siguiente:  
 

Si f(x) es una función continua en el intervalo [a, b] y F(x) es una función primiti-
va de f(x) en dicho intervalo, entonces se verifica la siguiente igualdad: 

 

( ) ( ) ( )aFbFdxxf
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 La función f(x) que se pide representar es la siguiente: 
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 Se trata de una función par (simétrica con respecto al eje de ordenadas), que re-
presenta una parábola convexa ( )∪  cuyo mínimo M es el punto siguiente: 
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 Unos puntos fáciles de obtener son, por ejemplo, para x = ± 1,  ± 3,  ····, obte-
niéndose los puntos A(1, 0), B(-1, 0), C(3, 4), D(-3, 4),  ···· 
 
 La representación gráfica aproximada es la que se indica en la figura adjunta. 
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REPERTORIO B 
 
1º) Determina un plano π  que pase por los puntos A(1, 0, 0) y B(0, 1, 0), y sea paralelo 

a la recta 
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---------- 
 
 Por contener el plano π  a los puntos A y B tiene como vector director al que de-
terminan los puntos: ( ) ( ) ( ) .0,1,10,0,10,1,0 uABABu =−=−=−== . 

 
 Para hallar el vector director de la recta r la expresamos mediante unas ecuacio-
nes paramétricas: 
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 Por ser el plano π  paralelo a la recta r, el vector director de la recta también lo es 
del plano, por lo cual, la ecuación general de π  es la siguiente: 
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2º) Escribe un ejemplo de una matriz de rango 2, con tres filas y cuatro columnas, que 
no tenga ningún elemento nulo. 

---------- 
 
 Basta con que, por ejemplo, las dos primeras filas sean linealmente independien-
tes y la tercera sea combinación lineal de las dos primeras y que todos los elementos 
sean distintos de cero. 
 

 Por ejemplo:  { }2131
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 También se podía haber resuelto, por ejemplo, siendo las dos primeras columnas 
linealmente independientes y las otras dos linealmente dependientes de las dos prime-
ras, y que ninguno de los elementos sea nulo. 
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3º) Calcula las asíntotas y determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la 
función ( ) ( ) xxxf ·1

12 −+= . A partir de los resultados obtenidos, dibuja la gráfica de la 
función f(x). 

 
---------- 

 
 Asíntotas horizontales: son los valores finitos de la función cuando ∞→x : 
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 Asíntotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la función valga 
más o menos infinito; son los valores que anulan el denominador. 
 

.,012 verticalesasíntotastieneNoRxx ⇒∈∀≠+  

 
 Asíntotas oblicuas: No tiene. (para que una función tenga asíntotas oblicuas es 
necesario que sea racional y el grado del denominador sea una unidad mayor que el gra-
do del denominador). 
 
 Una función es creciente en un intervalo cuando todos los valores de la derivada 
son positivos en ese intervalo y, es creciente en un intervalo cuando todos los valores de 
la derivada son negativos en ese intervalo. 
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 Como el denominador de la derivada es positivo para cualquier valor real de x, el 
valor de la derivada es positivo o negativo cuando lo sea el numerador: 
 

( ) ( )1,1:1;;1;;010' 22 −⇒<<>−⇒> Crecientexxxxf  

 
( ) ( ) ( )∞+∪−∞−⇒>><−⇒< ,11,:1;;1;;010' 22 eDecrecientxxxxf  

 
 Para la representación gráfica tenemos en cuenta, además de los datos obtenidos 
con anterioridad, lo siguiente: 
 
1.-  Que el dominio de la función es R por ser una función racional y no existir ningún 
valor real que anule el denominador. 
 
2.-  Que se trata de una función simétrica con respecto al origen de coordenadas, por 
cumplirse que ( ) ( )xfxf −−= . 
 
3.-  Que pasa por el origen de coordenadas por ser f(0) = 0. 
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 La representación gráfica es, aproximadamente, la siguiente: 
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4º) Representa la figura plana limitada por la gráfica de la función f(x) = cos x, en el 

intervalo 
22

ππ ≤≤− x , y por la recta 
2

1=y . Calcula su área. 

---------- 
 
 Se trata de una función continua cuyo dominio es R y recorrido [-1, 1]; el periodo 
es ( )π2 . 
 
 La representación gráfica bastante aproximada de la función y = cos x es la indi-
cada en la figura adjunta. 
 
 Los puntos de corte A y B de las dos funciones son para los ángulos de 60º y -60º, 

que corresponden en radianes a 
33

ππ −y , respectivamente. 

 Como puede observarse, en el intervalo comprendido por las dos funciones, todas 
las ordenadas de la curva y = cos x son mayores que las de la recta y = ½. Teniendo en 
cuenta lo anterior y que la curva del coseno es simétrica con respecto al eje de ordena-
das, el área pedida es la siguiente: 
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