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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
 
El alumno elegirá una de las dos opciones propuestas. 
 
Cada una de las cuatro cuestiones de la opción elegida puntuará 2’5 puntos como má-
ximo. 
 
Cuando la solución de una cuestión se base en un cálculo, éste deberá incluirse en la 
respuesta dada. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Considere las matrices 
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a ) Diga razonadamente cuál es el rango de la matriz A · B. 
 
b ) Clasifique y resuelva el sistema de ecuaciones A · B · X = O. 
 

---------- 
a )  
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b )  
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 Teniendo en cuenta el apartado anterior, es sistema anterior es equivalente a la 
ecuación 022 =+− zyx . 
 
 Por tratarse de un “sistema” homogéneo de una ecuación con tres incógnitas, el 
sistema es compatible indeterminado con dos grados de libertad, lo cual significa que 
para su resolución hemos de parametrizar dos incógnitas. 
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2º) Considere las rectas 
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a ) Compruebe que r y s son coplanarias. 
 
b ) Obtenga las ecuaciones de la recta t que corta a r y a s, y es perpendicular a ambas. 
 

---------- 
a )  

Existen diversas formas de comprobar que r y s son coplanarias; una de ellas es la 
siguiente: 
 
 En primer lugar expresamos la recta r por unas ecuaciones implícitas: 
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 Las matrices de coeficientes y ampliada del sistema de cuatro ecuaciones con tres 
incógnitas que determinan las rectas r y s son las siguientes: 
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 Según los rangos de A y A’ pueden presentarse los casos siguientes: 
 
Rango A = Rango A’ = 2 → Coincidentes  ;;  Rango A = 2 ;; Rango A’ = 3 → Paralelas 

 
Rango A = Rango A’ = 3 → Secantes  ;;  Rango A = 3 ;; Rango A’ = 4 → Se cruzan 
 
 Empezamos calculando el rango de A’: 
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Las rectas r y s son secantes, por lo cual son coplanarias, c. q. c. 
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b )  
 El punto de corte de las rectas r y s es la solución del sistema que forman: 
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Un vector w  perpendicular común a las rectas r y s es cualquiera que sea lineal-

mente dependiente al producto vectorial de los vectores directores de las dos rectas. 
 

 Un vector director de 








=
−=

=
≡

1z

y

x

r λ
λ

 es ( )0,1,1 −=u . 

 
Para determinar un vector director de la recta s la expresamos mediante unas 

ecuaciones paramétricas: 
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3º) a ) Enuncie el Teorema de Rolle. 
 
b ) Aplique dicho teorema para probar que, cualquiera que sea el valor del número real 
α, la ecuación  0123 =+− αxx  no puede tener dos soluciones distintas en el intervalo 
cerrado [ ]2,2−  . 

---------- 
 
a ) 
 El teorema de Rolle se puede enunciar diciendo: 
 
 Si f(x) es una función continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b) y si se 
cumple que f(a) = f(b), existe al menos un punto ( )bac ,∈  tal que f’(x) = 0. 
 
b ) 
 Se considera la función ( ) α+−= xxxf 123 . Por tratarse de una función polinómica 
es continua y derivable en todo su dominio, que es R, por lo cual, lo será en cualquier 
intervalo considerado, por ejemplo en el indicado: [-2, 2]. 
 
 Para que la ecuación  0123 =+− αxx  tenga dos soluciones distintas en el intervalo 
cerrado [ ]2,2−  es necesario que la función ( ) α+−= xxxf 123  se anule para dos valores 
m y n tales que -2 < m < n < 2, lo que implica que entre esos dos valores la función ten-
ga un máximo o un mínimo relativo, como se deduce del Teorema de Rolle y se puede 
observar en las figuras adjuntas. 

 
 Para que la función se anule en los extremos del intervalo los valores que toma el 
número real α son los siguientes: 
 

( ) ( ) ( ) 16;;0248;;02·12202 3 −==++−=+−−−⇒=− αααf . 
 

( ) 16;;0248;;02·12202 3 ==+−=+−⇒= αααf . 
 
 De lo anterior se deduce que la función no puede tener las dos soluciones en los 
puntos x = -2 y x = 2. 
 
 Por otra parte los máximos y mínimos de la función están situados en los siguien-
tes valores de x: 
 

( ) 2;;2;;04;;0123' 21
22 =−==−=−= xxxxxf . 
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 Lo anterior significa que la función es monótona decreciente en el intervalo 
( )2,2− , lo cual corrobora que, en efecto, la ecuación 0123 =+− αxx  no puede tener dos 
soluciones diferentes en el intervalo [-2, 2], como queríamos probar. 
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4º) Dada la parábola de ecuación 322 +−−= xxy ; sea r su recta tangente en x = -1 y sea 
s su recta tangente en x = 1. 
 
a ) Calcule las ecuaciones de r y de s. 
 
b ) Represente, de forma aproximada, el recinto plano limitado por la parábola, la recta r 
y la recta s. 
 
c ) Calcule el área de dicho recinto. 
 

---------- 
a )  
 Los puntos de tangencia de las rectas r y s son los siguientes: 
 

( ) ( ) ( ) ( )4,1432131·212
1 −⇒=++−=+−−−−=− Ay . 

 
( ) ( )0,1032131·2121 By ⇒=+−−=+−−= . 

 
 Las rectas tangentes tienen como pendiente el valor de la derivada para los valo-
res indicados. 
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 Las rectas tangentes pedidas son las siguientes: 
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b )  
 La recta r, que es horizontal, pasa por el 
punto A(-1, 4). 
 
 La recta s, además de pasar por el punto 
de tangencia B(1, 0) también pasa por el punto 
C(0, -4). 
 
 La parábola tiene su máximo en el punto 
de tangencia A(-1, 4) y corta al eje de abscisas 
en los puntos B(1, 0) y D(-3, 0). 
 
 La representación es la de la figura. 
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c )  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 De la observación de la figura se deduce el valor del área pedida, que es la si-
guiente: 
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OPCIÓN B 
 

1º) a ) Calcule el límite 
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e
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b ) Diga, razonadamente, el valor que debe tomar c para que la siguiente función sea 

continua: ( )
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b )  
 La función f(x) es continua en su dominio, que es R, independientemente del va-
lor de c. Para que la función f(x) sea continua para x = 0 tiene que cumplirse que los 
límites por la izquierda y por la derecha sean iguales, e igual al valor de la función en 
ese punto: 
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La función es continua en x = 0 para c = 1. 
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2º) a ) Calcule la primitiva de la función racional ( )
21

1

x
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−
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b ) Calcule la integral ∫= dx
x
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1 . (puede utilizarse el cambio t = sen x). 
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 Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de I1 e I2, queda: 
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También puede hacerse de la forma siguiente: 
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Aclaración de la obtención de dt: 
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3º) Considere la matriz 
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a ) Calcule el determinante de A y compruebe la igualdad ( )( )( )bcacabA −−−= . 

 
b ) ¿Qué relación debe existir entre a, b y c para que el rango de la matriz A sea igual a 
1? Justifique la respuesta. 

---------- 
 
a ) 
 Restando a cada columna la anterior queda: 
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b )  
 Para que la matriz A tenga de rango 1 es necesario que las tres filas o las tres co-
lumnas sean linealmente dependientes; esto ocurre cuando α = b = c, con lo cual sería: 
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El rango de la matriz A es 1 cuando α = b = c. 
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4º) a ) Compruebe que la recta 
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 es perpendicular al plano 1=++≡ zyxπ . 

 
b ) Calcule los dos puntos de la recta r cuya distancia al plano π es igual a 3  unidades. 
 

---------- 
a )  
 Una recta es perpendicular al plano cuando el vector director de la recta es li-
nealmente dependiente del vector normal del plano. 
 
 El vector director de la recta r es ( )1,1,1=v  y el vector normal del plano es el 

mismo: ( )1,1,1=n , por lo que son linealmente dependientes, como cabía esperar. 
 

La recta r y el plano π son perpendiculares como acabamos de comprobar. 
  
 
b )  
 Los puntos de la recta r tiene la expresión: ( )λλλ ,,1+P . 
 
 La distancia del punto ( )0000 ,, zyxP  al plano genérico 0=+++≡ DCzByAxπ  

viene dada por la fórmula: ( )
222
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0 ,
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=π . 

 
 Aplicando la fórmula al punto ( )λλλ ,,1+P  y al plano 01=−++≡ zyxπ  sabien-
do que la distancia es 3  unidades: 
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