I.E.S. “CASTELAR” BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

SEPTIEMBRE — 2009

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

El alumno elegira una de las dos opciones propuestas.

Cada una de las cuatro cuestiones de la opcién elegida puntuara 2'5 puntos coma
Ximo.

Cuando la solucidn de una cuestidon se base en un calculo, éste debera incluirse
respuesta dada.

OPCION A
1 X 0
1°) Considere las matrices=| -2|, B=(1 -2 2), X=|y|y O=[0].
-1 z 0

a ) Diga razonadamente cual es el rango de la matriz A - B.

b ) Clasifique y resuelva el sistema de ecuaciones A - B - X = 0.

a)
1 1 -2 2
A-B=|-2|-(1 -2 2)=|-2 4 -4|=A-B
-1 -1 2 -2
1 -2 2
F, =—2F
|A-B|=|-2 4 -4 =0:>{2_ 1}: Rangode (A-B)=1.
-1 2 -2 T
b)
1 -2 2 X 0 X—2y+2z=0
A-B-X=0=|-2 4 -4|-|y|=|0| = - 2x+ 4y-4z=0}.
-1 2 -2 z 0 - X+ 2y-2z=0
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Teniendo en cuenta el apartado anterior, es sistema anterior es equivalente
ecuacionx- 2y+2z=0.

Por tratarse de un “sistema” homogéneo de una ecuacién con tres incognita

sistema es compatible indeterminado con dos grados de libertad, lo cual significa
para su resolucion hemos de parametrizar dos incognitas.

Solucion y=A ;; z=pu ;; x=241+2u, 0OA, uOR
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X=A

2°) Considere las rectas<y=-1y ss{
z=1

a ) Compruebe que ry s son coplanarias.

x+y=0
x—z=1"

b ) Obtenga las ecuaciones de larectat que cortaaryas, y es perpendicular a ami

a)
Existen diversas formas de comprobar que r y s son coplanarias; una de ellas
siguiente:

En primer lugar expresamos la recta r por unas ecuaciones implicitas:

X=A N 0

— = - X =
r = y:—/] = rEZ:l:Z_l N y rsE y )
=1 1 -1 0 z-1=0 z-1=0

Las matrices de coeficientes y ampliada del sistema de cuatro ecuaciones cor
incognitas que determinan las rectas r y s son las siguientes:

11 0 1100
00 1 00 1 1
A= y A= .
11 0 1100
10 -1 10 -11

Segun los rangos de A y A’ pueden presentarse los casos siguientes:

Rango A = Rango A’ = 2> Coincidentes ;; Rango A =2 ;; Rango A’ =3Paralelas

Rango A = Rango A’ = 3» Secantes ;; Rango A = 3 ;; Rango A’ =4Se cruzan

Empezamos calculando el rango de A’

11 00
00 1 1
00 1 1
| A= 110 O=O:{F1:F2}:> RangoA<3 = |1 1 0 0| = {C, C,, C,} =
10 -11
10 -11
11
=111 O :‘1 O‘=—1¢O:> Rango A= Rango A'=3
10 -1

Las rectas r y s son secantes, por lo cual son coplanarias, c. g. C.



b)
El punto de corte de las rectas r y s es la solucion del sistema que forman:

x+y=0
x+y=0
z-1=0
= z=1 = X=2;,y=-2 :>I%2,—2,ﬂ
x+y=0 E— —_—
x-z=1
Xx-z=1

Un vector w perpendicular comin a las rectas r y s es cualquiera que sea line
mente dependiente al producto vectorial de los vectores directores de las dos rectas

x=A
Un vector director de={y=-1 esu =(1, -1 0).
z=1

Para determinar un vector director de la recta s la expresamos mediante L
ecuaciones parameétricas:

X=A
+v=0 .
sz{i_z_l = X=A = y=-4;;, z=-1+1 = s=y=-/ = v=(1-11).
- z=-1+ 1
i ] kK
W=uxv={1-10[=-d-k+k-j=-i-j=(-1-20 = w=(11 0).
1-11
— - - -2=y+2 -y—-4=0
(R W)EX 2-y+2_z-1 otambiéen t= X Y N = X
1 1 0 z-1=0 z-1=0
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3°) a ) Enuncie el Teorema de Rolle.

b ) Aplique dicho teorema para probar que, cualquiera que sea el valor del nimero
a, la ecuacion x* -12x+a =0 no puede tener dos soluciones distintas en el interval
cerrado[- 2, 2] .

a)
El teorema de Rolle se puede enunciar diciendo:

Si f(x) es una funcion continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b) y si
cumple que f(a) = f(b), existe al menos un pucida, b) tal que f'(x) = 0.

b)

Se considera la funciém(x)= x* -12x+ . Por tratarse de una funcién polinémica
es continua y derivable en todo su dominio, que es R, por lo cual, lo sera en cualg
intervalo considerado, por ejemplo en el indicado: [-2, 2].

Para que la ecuaciér® -12x+ a =0 tenga dos soluciones distintas en el intervalo
cerrado|- 2, 2] es necesario que la funciéifx) = x* -12x+a se anule para dos valores
my n tales que -2 <m < n < 2, lo que implica que entre esos dos valores la funcion
ga un maximo o un minimo relativo, como se deduce del Teorema de Rolle y se pL
observar en las figuras adjuntas.

Maxima

Minimo

Para que la funcidén se anule en los extremos del intervalo los valores que tom
namero reab son los siguientes:

f(- )= 0> (- P- 12(- 3+a=0:;-8+24+a=0;; a=-16.
f(J= o= 2-12-220=0;; 8 24+a=0;; a=16.

De lo anterior se deduce que la funcién no puede tener las dos soluciones er
puntos X = -2y X = 2.

Por otra parte los maximos y minimos de la funcion estan situados en los sigu
tes valores de x:

f(x)= 32-1220;;x2-4=0;; x,=-2 ;; X, =2.




f (- 2=-12<0 = Méaximo relativo para x=-2

f'(x)=6x =
f(2)=12>0 = Minimo relativo para x=2

Lo anterior significa que la funcibn es monoétona decreciente en el interve
(-2, 2), lo cual corrobora que, en efecto, la ecuacivni2x+a =0 no puede tener dos

soluciones diferentes en el intervalo [-2, 2], como queriamos probar.
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4°) Dada la parabola de ecuaciga-x* - 2x+3; sea r su recta tangente en x = -1 y sec
S su recta tangente en x = 1.

a ) Calcule las ecuaciones de r y de s.

b ) Represente, de forma aproximada, el recinto plano limitado por la parabola, la rec
y larecta s.

c ) Calcule el area de dicho recinto.

a)
Los puntos de tangencia de las rectas r y s son los siguientes:

Yoy =—(- ¥ - 2{(- 3+ =-1+2+3=4 = A-1 4).

Yo=-1- 2:% -1+ 2+3=0 = B(1 0).

Las rectas tangentes tienen como pendiente el valor de la derivada para los \
res indicados.

Para x=-1= m =-2-(-3-2=2-2=0=m,
y=-2x-2 =
Para x=1 = m,=-2-1- 2=-2-2=-4=m,

Las rectas tangentes pedidas son las siguientes:

r = y—4:0-(x+1)=0 = r=sy=4

y- y=m-(x-x,) =
s= y-0=-4 (x1)=-4x+4 = s=y=-4x+4

b)
La recta r, que es horizontal, pasa por §I: -X
punto A(-1, 4).

N
1
)
po:
+
w
N

La recta s, ademas de pasar por el punto
de tangencia B(1, 0) también pasa por el punto
C(0, -4).

La parabola tiene su maximo en el punto D
de tangencia A(-1, 4) y corta al eje de abscisas = ) o) E’ )?

en los puntos B(1, 0) y D(-3, 0).

/ 1
La representacion es la de la figura.



y=-x*-2x+3 \TY S

Vs
[ 7\

De la observaciéon de la figura se deduce el valor del area pedida, que es I
guiente:

O
—
Xy

S:i[4—(— %-2% 3 dx+i[(—4x+4)—(— % - 2x+ 3| - dx=

0 1 3 0 3 1
:j()%+2x+])-dx+J'(x2—2x+])-dx={X?+x2+x} +[X?—x2+x} =
0 -1 0

-1

— 3 3
:o{( 1) +(-1)2—1}(1——12+1j—o=—(—5+1—1j+5—1+1:1+1:g @ =S
3 3 3 3
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OPCION B

im e -1
-0 X '

N
1°) a ) Calcule el Ilmlt?(

b ) Diga, razonadamente, el valor que debe tomar c para que la siguiente funcién

X

continua: f(x)=4 x o X*0.

c si x=0

a)

lim e* - - - i
el e-1. 110 = Indet. = {L'Hopital} = —=—===1.
X-0 x 0 0 O =

b)

La funcidén f(x) es continua en su dominio, que es R, independientemente del
lor de c. Para que la funcion f(x) sea continua para x = 0 tiene que cumplirse que
limites por la izquierda y por la derecha sean iguales, e igual al valor de la funcion
ese punto:

lim f(x) lim (x)= lim e -1_

. = 1
X -0 XxX-0 x

= ™ t= "™tz @ = c=1
X -0 X - 07
f(0)=c

La funcién es continua en x =0 para c = 1.
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2°) a ) Calcule la primitiva de la funcién raciorfék):l 1 ~.
- X

b ) Calcule la integral =I% - dx. (puede utilizarse el cambio t = sen Xx).
X

a)
|:J' : 'dX:J- L = L - A, B _ A A B-Bx_
1-x° (1- x)(1+ %) (=x)(1+x) 1-x 1+x (1-x)(1+x)
(A B (ArB) | AB=Ol oAzl p=l
(1- x)(1+ x) A+B=1 2 2
(A B k=t gt g =t L 21 = *
_I(l—x+1+xj P E L) Eruvi P P 2(|1+|2) 0
! =ji-dx:> Lox=t :>j:—L-(—dx):—j:—L-dt:—Lt:—L|1—x|:I
tl1-x dx = —dt t t = o
1 1+x=t 1
I, = dx:{ }:j—-dt= Lt+C=L[1+x|+C =1,
1+Xx dx=dt t

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de b, queda:

1+ X
1-x

1+ x

=3[ g1- ¥+ U1+ ¥ ]+C_—[|_|1+x| L1- X|]+C_§L1 8 +C=I

e b

b)
senx=t —» dt=cosx-dx 1 dt gt
I=J.cosx'dx ~ Jcosx=v1- :; dx= 1dtt2 = |=I\/1_t2 '\/1—t2 zjl—tz

; . + 1+ senx
= (Teniendo en cuenta el apartado antersr) =L He-L +C=
1-t 1-senx
+ + +
-L (1+ senx)” tC=L (1+ senx)? tC=L 1+ senx
1-ser x cod x

COS X
= lsec x+tag x|+C =1

+C=

(1+ senx)?
(1— sen>)(1+ senx

También puede hacerse de la forma siguiente:



secx -(sec x+ tag x)
sec x+ tag x

I:j 1 -dx:jsecx-dx:j -dX =

COS X

X}:I—jt Lt+ C= L sec x+tag x| +C =1

sec x+tag x =t
d= ( sec)(sec x+ tag ¥) - d

Aclaracion de la obtenciéon de dt:

t=

1, senx _ dt{o—l-(— senx)+ cos xcos x senx (- senx)]OI _

COSX COS X cos® X cos X
senx cos x+ sert X 1+ senx 1 1+senx

= + .dx=—+—" . dx= . . dx=
cos” X cos” X cos’ X COSX  COSX

= sec x-(sec x+ tag ¥ - dx=dt
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1 1 1
3% Considere lamatriz=| a b ¢
a’> b®> ¢?

a ) Calcule el determinante de A y compruebe la igualdge(b- g(c- a)(c-b).

b ) ¢ Qué relacion debe existir entre a, b y ¢ para que el rango de la matriz A sea ig
1? Justifique la respuesta.

*) Restando a cada columna la anterior queda:
1 1 1| |1 0 0 b—a e
=la b c|={a b-a c-b|= =
|Al a2 b? c? a2 bi-a? c?-b? ‘(bi-é(b—@ (C+b)(C—b)
SR GRS CL TR
(blee)e b b p=(b Ac dcH=[ A, (cqc)
b)

Para que la matriz A tenga de rango 1 es necesario que las tres filas o las tre
lumnas sean linealmente dependientes; esto ocurre cuanda ¢, con lo cual seria:

1 1 1 111
|A=a a a|=a-a’-|111=a’11 1] > RangoA=1.
a® a* a’ 111

El rango de la matriz A es 1 cuandeg b = c.
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x=1+A
4°) a ) Compruebe que larectaiy=4 es perpendicular al plano= x+ y+z=1.
z=A

b ) Calcule los dos puntos de la recta r cuya distancia al plasdgual a/3 unidades.

a)
Una recta es perpendicular al plano cuando el vector director de la recta e
nealmente dependiente del vector normal del plano.

El vector director de la recta r as=(1, 1, 1) y el vector normal del plano es el
mismo:n =(1, 1, 1), por lo que son linealmente dependientes, como cabia esperar.

La recta r y el plana son perpendiculares como acabamos de comprobar.

b)
Los puntos de la recta r tiene la expresiépx A, A, A).

La distancia del punte®(x,, v,, z,) al plano genéricor= Ax+By+Cz+D =0
| Ax+ By +Cz +D|
JA+BZ+C?

viene dada por la formulat(P,, )

Aplicando la formula al punt®(1+ 4, A, A) y al planon= x+ y+z-1=0 sabien-
do que la distancia e& unidades:

|1-(1+/1)+/1+/1|_\/§ 1+34] . |1+31]

diP, )= 0 =43 ;;|1+1|=3
o Frrn 0 Rl

1+4=3 - A, =2= R(3 2 2)

1+A=-3 - A,=2= P,(-1-2 -2
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