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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
 
El alumno elegirá una de las dos opciones propuestas. 
 
Cada una de las cuatro cuestiones de la opción elegida puntuará 2’5 puntos como má-
ximo. 
 
Cuando la solución de una cuestión se base en un cálculo, éste deberá incluirse en la 
respuesta dada. 
 
OPCIÓN A 
 
1º) Sea A una matriz cuadrada de orden 3. Sabemos que el determinante de A es 2=A . 

Calcule los siguientes determinantes: 
 
a ) A2    b ) 1−A    c ) tAA ·   (At es la traspuesta de A) 

 
d ) Determinante de la matriz obtenida al intercambiar las dos primeras columnas de A. 
 
e ) Determinante de la matriz que se obtiene al sumar a la primera fila de A la segunda 
multiplicada por 2. 
 

----------  
 
a )  
 Teniendo en cuenta que: 
 
     1.- El producto de una matriz por un número es la matriz que resulta de multiplicar 
todos y cada uno de los elementos por el número. 
 
     2.- Si se multiplica o divide una línea de un determinante por un número, el valor del 
determinante queda multiplicado o dividido por dicho número y que la matriz A es de 
orden tres: 
 

AAA 2162·8·22 3 ====  
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b ) 

Teniendo en cuenta que BABA ·· =  y que A · A-1 = I: 

 

2

1
1·2;;·· 1111 =⇒=== −−−− AAIAAAA . 

c )  
 Sabiendo que el determinante de una matriz es igual que el determinante de su 
matriz traspuesta y teniendo en cuenta la propiedad empleada en el apartado anterior: 
 

ttt AAAAAA ·42·2·· ====  

d )  
 Sabiendo que si se intercambian dos líneas de una matriz, su determinante cambia 
de signo, el valor del determinante resultante es -2. 
 
e ) 
 Teniendo en cuenta que el determinante de una matriz no se altera al sumar a una 
línea otra paralela multiplicada por cualquier número real, el valor del determinante re-
sultante es el mismo de la matriz, o sea, 2. 
 
 Aunque no se pide, lo aclaramos del modo siguiente: 
 
 Conociendo la propiedad de los determinantes que dice: si todos los elementos de 
una línea de una matriz cuadrada se descomponen en dos sumandos, entonces su deter-
minante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en dicha línea el primero y 
el segundo sumando respectivamente, siendo los restantes elementos iguales a los del 
determinante inicial. 
 

 Siendo la matriz 
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Nota: - El determinante de la matriz 
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 es 0 por filas proporcionales. 
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2º) Dadas las rectas 
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existir entre a y b para que: 
 
a ) r y r’ sean paralelas. 
 
b ) r y r’ sean perpendiculares. 

---------- 
 
a ) 
 Las expresiones de las rectas por ecuaciones paramétricas son: 
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 Para que las rectas sean paralelas, sus vectores directores tienen que ser lineal-
mente dependientes: 
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 (*)  De ser a = b = 0 no existiría la recta r’. 
 
 Para que las rectas sean coincidentes, un punto de una de las rectas tiene que per-

tenecer a la otra; por ejemplo, el punto rA ∈
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b ) 
 Para que dos rectas sean perpendiculares tienen que serlo sus vectores directores, 
o sea, que su producto escalar tiene que ser cero: 
 

( ) ( ) baabvu a
b

a
ab

a
b −==+=++=−−⇒= − ;;0;;0101,,·1,0,10·  

 
baparasonryr −=⊥'  

 
 Otra forma de resolver el apartado a ) es por sistemas de ecuaciones, teniendo en 
cuenta que si A es la matriz de coeficientes del sistema que forman las rectas expresadas 
por dos ecuaciones implícitas y B es la matriz ampliada, se cumple que: 
 

1.-  Las rectas son coincidentes si Rango A = Rango B = 2. 
 
2.-  Las rectas son paralelas si Rango A = 2 y Rango B = 3. 
 
3.-  Las rectas son secantes si Rango A = Rango B =3. 
 
4.-  Las rectas se cruzan si Rango 3 y Rango B = 4. 
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 Por  tener ambas matrices iguales las filas primera y tercera, a efectos de rango el 

problema es semejante al estudio de las matrices 
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Para que las rectas sean paralelas el rango de A’ tiene que ser 2, o sea, que tiene 
que ser 0=A : 
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 Para a = b es 
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( )'03'0 rexistenobaParaBRangoa ===⇒≠=  

 
Las rectas r y r’ son paralelas para a = b ≠ 0. 
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3º) a ) Diga cuando un punto ( )[ ]00 , xfx  es de inflexión para una función f(x). 
 
b ) Calcule los coeficientes a y b del polinomio ( ) 13 23 ++−= bxxaxxp  para que su gráfi-
ca pase por el punto A(1, 1), teniendo aquí un punto de inflexión. 
 
c ) Diga, razonadamente, si en el punto A(1, 1) la función p(x) es creciente o decrecien-
te. 

---------- 
a ) 
 Una función f(x), continua y derivable en el entorno de un punto de abscisa x = a, 
es convexa ( )∪  cuando al aumentar el valor de x aumenta el valor de las pendientes de 
las rectas tangentes. Por el contrario, en el entorno de un punto la función es cóncava 
( )∩  cuando al aumentar los valores de x disminuye el valor de las pendientes de las rec-
tas tangentes. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 En la figura de la izquierda se observa que, en el entorno de x, las tangentes van 
aumentando, 321 ttt >> ; como la tangente o pendiente es la derivada de la función, en el 
entorno de x las derivadas constituyen una función creciente, por lo cual su derivada, o 
sea, la derivada de la derivada, ( )''f  es positiva. 
 
 En la figura de la derecha se observa que, en el entorno de x, las tangentes van 
disminuyendo, 321 ttt << ; como la tangente o pendiente es la derivada de la función, en 
el entorno de x las derivadas constituyen una función decreciente, por lo cual su deriva-
da, o sea, la derivada de la derivada, ( )''f  es negativa. 
 
 En resumen: si una función dos veces derivable en un punto x = a, es convexa 
( )∪  en ese punto cuando f’’(a) > 0 y es cóncava ( )∩  en ese punto cuando f’’(a) < 0. 

 
 Un punto de inflexión es aquél donde la 
función pasa de ser cóncava a convexa o vice-
versa, o sea: la segunda derivada cambia de 
signo en ese punto, o lo que es lo mismo: se 
anula.  
 
 De lo anterior se deduce que: 
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Para que un punto P[x0, f(x0)] sea de inflexión es necesario que f’’(x) = 0. 

 
 La condición anterior, que es necesaria, no es suficiente; en algunos casos sucede 
que para x = a se anulen las derivadas segunda, tercera y así sucesivamente. En estos 
casos se debe seguir derivando la función hasta hallar una derivada que no se anule en 
ese punto. Si el orden de esa derivada es par y además f’(a) = 0, la función tiene un ex-
tremo relativo; si es impar, la función tiene un punto de inflexión para x = a. 
 
b )  

( ) ( ) ( ) ( ) 1;;011·01''1666'';;63' 2 ==−⇒=⇒−=−=+−= aapaxaxxpbxaxxp  

 
 Para a = 1 es ( ) 13 23 ++−= bxxxxp . 
 
 Por pasar por A(1, 1) tiene que ser ( ) 11 =p : 
 

( ) 21131;;111·1·311 23 =⇒=++−=++−= bbbp  

 
c )  
 La función es ( ) 123 23 ++−= xxxxp . 
 
 Para que la función p(x) sea creciente o decreciente en el punto A(1, 1) tiene que 
ser ( ) 01' >p  o ( ) 01' <p , respectivamente. 
 

( ) ( ) 0126321·61·31'263' 22 <−+−=+−=⇒+−= pxxxp . 
 

La función p(x) es decreciente en el punto A(1, 1). 
 

********** 
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4º) a ) Exprese ( ) xxxf ·=  como una función definida a trozos y dibuje su gráfica de 

forma aproximada. 
 

b ) Calcule la integral definida ∫
−

1

1

· dxxx . 

 
c ) Calcule el área del recinto plano limitado por la gráfica de f(x), el eje OX, la recta 

1−=x  y la recta x = 1. 
 

----------  
a ) 
 

 Sabiendo que 




≥
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x , la función 

( ) xxxf ·=  puede redefinirse o expresarse defi-

nida a trozos  de la forma siguiente: 
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 Su representación gráfica aproximada es la 
indicada en la figura adjunta. 
 
 Para x < 0 la función es:  
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 Para x ≥ 0 la función es:  
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b ) 

 Sabiendo que ( ) xxxf ·=  se puede expresar de la forma ( )
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c ) 

 La superficie pedida es la suma de S1 y S2.  
 

Teniendo en cuenta que las ordenadas de la 
superficie S1 son negativas y que si se invierten 
los límites de integración la superficie cambia de 
signo, el área pedida es la siguiente: 
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OPCIÓN B 
 

1º) Calcule los máximos y mínimos relativos de la función ( ) x
x

xf cos
2

+=  en el interva-

lo ππ 20 << . Tenga en cuenta que los ángulos se miden en radianes. 
 

---------- 
 
 Para que una función tenga un máximo o un mínimo relativo es condición necesa-
ria que se anule su primera derivada: 
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 Para diferenciar entre máximo y mínimo relativo se recurre a la segunda derivada: 
 

( ) ( )
( )

( )













⇒>+=−=−=

⇒<−=−=−=

⇒∈⇒−=

Mínimof

Máximof

xxxf

0
2

3
º150cos

6

5
cos''

0
2

3
º30cos

6
cos''

2,0cos''

6
5

6

π

π

π

π

π

 

 

( )
12

36

2

3

12
º30cos

126
cos

2
6

6

+=+=+=+= ππππ
π

πf  

 










 +
12

36
,

6
:

ππ
ArelativoMáximo  

 

( )
12

365

2

3

12

5
º150cos

12

5

6

5
cos

2
6

5

6
5 −=−=+=+= ππππ

π
πf  

 










 −
12

365
,

6

5
:

ππ
BrelativoMínimo  

 
********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 
2º) a ) Escriba la fórmula o regla de la integración por partes. 
 
b ) Aplíquela para calcular la integral indefinida ∫= dxxxI ·cos·2 . 

 
---------- 

a ) 
 La fórmula de la integración por partes se deduce de la diferencial de un producto 
de funciones y de la propiedad de la suma de integrales. 
 

( ) ( ) ⇒+=⇒+=⇒+= ∫∫∫∫∫ dvuvduvudvuvduvuddvuvduvud ·········  

 

∫∫ −= duvvudvu ···  

 
b ) 
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 Sustituyendo en valor obtenido de I1 en el valor de I dado en (*), queda: 
 

( ) CxsenxxxsenxCxsenxxxsenxI +−−=++−= 2cos2cos··2· 22  
 

( ) CxxxsenxI +−−= cos222  
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3º) Determine el rango de la matriz 
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 Para b = 0 es 
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A , equivalente a efectos de rango a 
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 Para b = 2 es 
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4º) a ) Calcule el punto de corte del plano 0=+≡ yxπ  y la recta 
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b ) Determine la recta s que está contenida en el plano π y corta perpendicularmente a r. 
 

---------- 
a )  

Para hallar el punto de corte de π y r basta con resolver el sistema que forman: 
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b )  
 Existen diversas formas de resolver este ejercicio; una de ellas es la siguiente: 
 
 Un vector director de r es ( )1,0,1=u . 
 
 Los puntos de s, por estar contenida en 0=+≡ yxπ , tienen que satisfacer su ecua-
ción; por ejemplo, dos puntos de s son ( ) RxxxA ∈∀− ,0,,  y B(2, -2, -1). Un vector di-

rector de s es ( ) ( ) ( )1,2,21,2,20,, +−−=−−−−=−== xxxxBABAv . 
 
 Para que las rectas r y s sean perpendiculares, sus vectores directores también tie-
nen que serlo: 
 

( ) ( ) 1;;01;;01021,0,1·1,2,20· ==−=+−−=+−−⇒= xxxxxvu . 
 
 El punto A es A(1, -1, 0); el vector director de s es ( )1,1,1−=v  y la ecuación de 
s es:  
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