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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
 
Instrucciones: El alumno elegirá una de las dos opciones propuestas. Cada una de las 
cuatro cuestiones de la opción elegida puntuará 2’5 puntos como máximo. Cuando la 
solución de una cuestión se base en un cálculo, éste deberá incluirse en la respuesta da-
da. 
 

OPCIÓN A 
 
1º) a ) Enuncie el Teorema de Bolzano. 
 
b ) Aplique el Teorema de Bolzano para probar que la ecuación 22 2 +−= xex  tiene solu-
ciones. (Puede ser útil dibujar las gráficas de las funciones ( ) xexf =  y ( ) 22 2 +−= xxg ). 
 
c ) Determine un intervalo de longitud 1 donde se encuentre alguna solución de la ecua-
ción 22 2 +−= xex . 
 

---------- 
a ) 
 
 El teorema de Bolzano se puede enunciar de la siguiente forma: 
 
 “Si una función f es continua en un intervalo cerrado [a, b] y en los extremos de 
éste toma valores de distinto signo, entonces existe al menos un valor ( )bac ,∈  tal que 

( ) 0=cf ”. 
 
b )  
 Consideramos la función ( ) 22 2 −+= xexf x , deducida de la ecuación dada. 
 
 La función f(x) es continua en su dominio, que es R, por tanto lo será en cualquier 
intervalo finito que se considere. 
 
 Probar que la ecuación 22 2 +−= xex  tiene soluciones es equivalente a probar que 
la función ( ) 22 2 −+= xexf x  tiene dos valores finitos de x, a y b, tales que ( ) 0<af  y 

( ) 0>bf . 
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 Por ejemplo: 
 

( )

( )







>=−+=

<−=−=−+=

021·21

012120·20

21

0

eef

ef

. 

 
 Según lo anterior puede afirmarse 
que la función ( ) 22 2 −+= xexf x  tiene al 
menos un punto de corte con el eje OX en 
el intervalo ( )1,0 , como indica el Teorema 
de Bolzano y, como consecuencia, la ecua-
ción 22 2 +−= xex  tiene al menos una solu-
ción en el intervalo ( )1,0 . 
 
 Lo anterior lo ilustra la figura, donde 
se han representado las funciones ( ) xexf =  
y ( ) 22 2 +−= xxg , como se nos recomenda-
ba; puede observarse que las abscisas de 
los puntos A y B son soluciones (las úni-
cas) de la ecuación 22 2 +−= xex . 
 
 Para la representación gráfica de la 
función ( ) xexf =  se ha tenido en cuenta 
que es monótona creciente, que el eje OX 
es una asíntota horizontal y que pasa por 
los puntos (0, 1) y (1, e). Para la represen-

tación de la función ( ) 22 2 +−= xxg  se ha tenido en cuenta que es una parábola simétrica 
con respecto al eje OY, que su vértice es el punto (0, 2), que es cóncava ( )∩  y que corta 
al eje OX en los puntos (-1, 0) y (1, 0). 
 
c )  
 Un intervalo de una unidad puede ser, precisamente, el considerado como ejem-
plo, ( )1,0 . 
 
 De la observación de la figura se deduce que otro intervalo que puede considerar-
se es ( )0,1− , como comprobamos a continuación: 
 

( )

( ) ( )











>=−+=−−+=−

<−=−=−+=

− 0
1

22
1

21·21

012120·20

21

0

ee
ef

ef

 

 
********** 

X 

Y 

O 

A 

e 

g(x) = ex 

( ) 22 2 +−= xxf

-1 

2 

B 

x1 x2 1 

1 
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2º) a ) Represente, de forma aproximada, la recta x = 1 y las curvas 
2

2x
y = , 

x
y

4= , y se-

ñale el recinto plano limitado por ellas. 
 
b ) Calcule el área de dicho recinto. 
 

---------- 
a )  

El punto de corte de la 
parábola y la hipérbola es el 
siguiente: 
 

( )2,22

;;8;;
4

24
2 3

2

2

Ax

x
x

x

x
y

x
y

→=

==⇒










=

=

 

 
 El punto de corte de la 
parábola y la recta es: 
 








→








=

=
2

1
,1

1
2

2

B

x

x
y  

 
 El punto de corte de la 
hipérbola y la recta es: 
 

( )4,1
1

4
C

x
x

y
→








=

=  

b ) 
 Por ser las ordenadas de la hipérbola iguales o mayores que las correspondientes 
ordenadas de la parábola en el intervalo correspondiente a la superficie a determinar, el 
área pedida es la siguiente: 
 

Suu
L

LLLLL
x

xLdx
x

x
S

=≅−=

=−=+−−=







−−








−=








−=








−= ∫

22

332

1

32

1

2

61'1
6

7224

6

7
24

6

1
14

6

8
24

6

1
14

6

2
24

6
4·

2

4

 

 
********** 

Y 

B 

S 

1 2 O 

x
y

4=

2

2x
y =

x 
=

 1
 

X 

C 

A 
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3º) a ) Discuta el siguiente sistema de ecuaciones lineales: 








=−
=−+−
=+−

1

0

12

zy

zyx

zyx

. 

 
b ) Resuelva el anterior sistema. 

---------- 
 
a ) 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

















−
−−

−
=

















−
−−

−
=

1

0

1

110

111

112

'

110

111

112

AyA . 

 
 El rango de A es el siguiente: 
 

201212

110

111

112

=⇒=++−−=
−
−−

−
= ARangoA . 

 
Veamos ahora el rango de A’: 
 

{ }

{ }

{ }

2'

01111

111

011

111

,,

0112

110

011

112

,,

0112

110

011

112

,,

'

432

431

421

=⇒















































=−+−=
−
−

−
⇒

=++−=
−
−−⇒

=−−=−
−

⇒

⇒ ARango

CCC

CCC

CCC

ARango  

 
adoerInCompatibleincógnARangoARango mindet.º2' ⇒<==  

 
 
b )  

Para resolverlo despreciamos una de las ecuaciones (primera) y parametrizamos 
una de las incógnitas (z = λ): 
 

xyx
y

yx
==−+=−=⇒





+=
=+−

11
1

λλλλ
λ
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R

z

y

x

Solución ∈∀








=
+=

=
λ

λ
λ ,1

1

:  

 
********** 
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4º) Calcule el ángulo que forma el plano 33 =−≡ zxπ  con la recta 




−=−
=+

≡
1

1

xy

yx
r . (Los 

ángulos se miden en radianes). 
----------  

 

  El ángulo α  que forman el plano 33 =−≡ zxπ  y la recta 




−=−
=+

≡
1

1

xy

yx
r  es el 

complementario del ángulo que forman un vector v  director de r y el vector 

( )1,0,3 −=n , normal al plano π . 
 
 Un vector director de la recta r puede ser cualquier vector que sea linealmente 
dependiente del vector que se obtienen al multiplicar vectorialmente los vectores nor-
males de los planos que la determinan, que son ( )0,1,11 =n  y ( )1,1,02 −=n . 
 

( ) vkjijki

kji

nnv =−=++−=++−=
−

=∧= 1,1,1

110

01121 . 

 
 Sabiendo que el ángulo que forman dos vectores se deduce del concepto de pro-
ducto escalar: 
 

 
nv

nv
nvnv

·

·
coscos··· =⇒= ββ . 

  
Para facilitar la comprensión del ejercicio hacemos un esquema de la situación: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ααα

αβ

=−=−=⇒=−=+−=

=−−=−−=−+−=
−++++−

−−===

radianessenarcsen

nv

nv
sen

9087'07887'07887'0
6

33

6

33

32

31

4·3

103

103·111

1,0,3·1,1,1

·

·
cos

222222

 

 
********** 

v
β

α  

π  

r 
n  
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OPCIÓN B 

 
1º) a ) Escriba la “regla de la cadena” para la derivación de funciones compuestas. 
 

b ) Calcule, y simplifique en lo posible, la derivada de la función ( ) 








+
−=

x

x
Lxf

cos1

cos1 , 

π<< x0 . 
---------- 

 
a )  
 La regla de la cadena se utiliza para derivar funciones compuestas, es decir, fun-
ciones que son, a la vez, funciones de otras funciones. Si una función es a su vez com-
posición de dos funciones, ( )( ) ( )[ ]xgfxfg =� , su derivada es de la siguiente forma y se 
denomina “regla de la cadena”: 
 

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )xfxfgxgfxfg '·''' ==�  

 
b ) 

 La función ( ) 








+
−=

x

x
Lxf

cos1

cos1  puede considerarse como ( ) ( )[ ]xgLxf =  y su deriva-

da es ( ) ( )
( )xg

xg
xf

'
' = .     (*) 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) =

+
−−−+=⇒

+
−=

2cos1

·cos1cos1·
'

cos1

cos1

x

xsenxxxsen
xg

x

x
xg  

 
( ) ( )

( )
( )
( ) ( ) ( )xg

x

xsen

x

xxxsen

x

xsenxxxsen
'

cos1

2

cos1

cos1cos1·

cos1

·cos1cos1·
222

=
+

=
+

−++=
+

−++=  

 
 Sustituyendo los valores obtenidos en la expresión (*): 
 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )xfxec
xsen

xsen

xsen

x

xsen

xx

xsen

xx

xxsen

x

x
x

xsen

xg

xg
xf

'cos2
2

2

cos1

2

cos1·cos1

2

cos1·cos1

cos1·2

cos1

cos1
cos1

2

'
'

222

2

===

==
−

=
−+

=
−+

+=

+
−
+==

 

 
Nota: La necesidad de ser π<< x0  es debido a que, necesariamente, tiene que cumplirse 

que la expresión 
x

x

cos1

cos1

+
−  > 0. En otro caso sería el logaritmo de un número negativo.  

 
********** 
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2º) a ) Diga cuándo una función F(x) es primitiva de otra función f(x). 
 
b ) Calcule una primitiva F(x) de la función ( ) 2

· xexxf =  que cumpla F(0) = 0. 
 

---------- 
a ) 
 La función F(x) es una función primitiva de la función f(x) en el intervalo cerrado 
[ ]ba, , cuando ( ) ( ) [ ]baxxfxF ,,' ∈∀= . 
 
 Si F(x) es una función primitiva de f(x) y C es una constante, la función ( ) CxF +  
también es una primitiva de f(x), lo cual significa que una función tiene infinitas fun-
ciones primitivas, todas aquellas que se diferencian en una constante de f(x). 
 
b ) 

 ( ) ( ) Cedte
dtdxxdtdxx

tx
dxexdxxfxF ttx +=⇒

















==

=
⇒== ∫∫∫ 2

1
·

2

1

2

1
;;2

···

2

2

 

 

( ) ( )
2

1
0

2

1
;;0

2

1
;;0

2

1
00

2

1 0022

−=⇒=+=+=+⇒=⇒+= CCCeCeFCexF x . 

 

 La función pedida es ( ) ( )1
2

1

2

1

2

1 22

−=−= xx eexF  . 

 
********** 
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3º) Determine el rango de la matriz 
















−
+=

11

111

121

bb

bA , según los valores de b. 

 
---------- 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) =−+−+=−+−−−+++−=
−

+= 11211121211

11

111

121

bbbbbbbbbb

bb

bA  

 
( )( ) ( )( ) 2;;1021221 21 =−=⇒=−+=+−+= bbbbbbb . 

 

3
2

1
=⇒









≠
−≠

ARango
b

b
Para  

 

Para b = - 1 es 20
10

21

211

110

121

=⇒≠⇒
















−−
= ARangoA . 

 

Para b = 2 es 20
13

21

121

113

121

=⇒≠⇒
















= ARangoA . 

 

2
2

1
=⇒









=
−=

ARango
b

b
Para  

 
********** 
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4º) De todos los planos que pasan por los puntos P(0, 0, -1) y Q(1, 0, 0), calcule el plano 

π  que sea paralelo a la recta 




=−
=+

≡
0

1

zx

yx
r . 

 
---------- 

 
 Los puntos P y Q determinan el vector ( ) ( ) ( )1,0,11,0,00,0,1 =−−=−== PQPQu . 
 
       Un vector v  director de r es el producto vectorial de los vectores normales de los 

planos que la determinan, que son ( )0,1,11 =n  y ( )1,0,12 −=n : 
 

( )1,1,1

101

01121 −−=−+−=+−−=
−

=∧= kjijki

kji

nnv . 

 
 El plano π lo determinan los vectores u  y v  y uno cualquiera de los puntos da-
dos, por ejemplo, P: 
 

( ) ( ) 01;;01;;0

111

101

1

,; =−+=+−−+=
−−

+
≡ xzyxyz

zyx

vuPπ . 

 
01=−−≡ zxπ  

 
********** 
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