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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

Instrucciones: El alumno elegira una de las dos opciones propuestas. Cada una
cuatro cuestiones de la opcion elegida puntuara 2’5 puntos como maximo. Cuand
solucion de una cuestidn se base en un calculo, éste debera incluirse en la respues
da.

OPCION A
1°) a)) Enuncie el Teorema de Bolzano.

b ) Aplique el Teorema de Bolzano para probar que la ecuatidrex® +2 tiene solu-
ciones. (Puede ser util dibujar las gréaficas de las funciopgs e* y g(x) = -2x* +2).

c ) Determine un intervalo de longitud 1 donde se encuentre alguna solucién de la e
cion e =-2x*+2,

a)
El teorema de Bolzano se puede enunciar de la siguiente forma:

“Si una funcion f es continua en un intervalo cerrado [a, b] y en los extremos
éste toma valores de distinto signo, entonces existe al menos urtfdom) tal que

f(c)=0".

b)
Consideramos la funcion( ¥ = e + 2x* -2, deducida de la ecuacién dada.

La funcion f(x) es continua en su dominio, que es R, por tanto lo sera en cualqt
intervalo finito que se considere.

Probar que la ecuacidei =-2x* +2 tiene soluciones es equivalente a probar que
la funcién f(X)=e‘+2x*-2 tiene dos valores finitos de x, a y b, tales d@<o0 y

f(b)>0.
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Por ejemplo:
f( p=€’+ 2.0- 2= 1- 2=-1<0
f(}=e'+2-£-2=e>0

Segun lo anterior puede afirmarse
que la funcién f(x=e+2x*-2 tiene al
menos un punto de corte con el eje OX en
el intervalo (0, 1), como indica el Teorema
de Bolzano y, como consecuencia, la ecua-
cion e =-2x*+2 tiene al menos una solu-
cion en el intervaldo, 1).

Lo anterior lo ilustra la figura, donde
se han representado las funciongs) = e*
y go(x)=-2x*+2, como se nos recomenda-
ba; puede observarse que las abscisas d
los puntos A y B son soluciones (las uni-
cas) de la ecuacioef =-2x* +2.

Para la representacion grafica de la
funcion f(x)=e* se ha tenido en cuenta
gue es monotona creciente, que el eje OX
es una asintota horizontal y que pasa pol
los puntos (0, 1) y (1, e). Para la represen-

tacion de la funcidng(x) = -2x*> + 2 se ha tenido en cuenta que es una parabola simétri

c)

con respecto al eje OY, que su vértice es el punto (0, 2), que es céncyvgue corta
al eje OX en los puntos (-1, 0) y (1, 0).

Un intervalo de una unidad puede ser, precisamente, el considerado como e

plo, (0, 2).

De la observacion de la figura se deduce que otro intervalo que puede conside
se eg-1, 0), como comprobamos a continuacion:

f( p=€°+ 2.0- 2= 1- 2=-1<0

f(-J=e+ 2-(—1)2—2=le+ 2-2=150

e
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2°) a ) Represente, de forma aproximada, la rectax = 1y las qwfvy%ts y:;, y se-

Rale el recinto plano limitado por ellas.

b ) Calcule el area de dicho recinto.

a)

El punto de corte de la
Yt A pardbola y la hipérbola es el
siguiente:

El punto de corte de la

4 .
y=_ parabola y la recta es:
. NG
X 'T2p- B(l —j
2
x=1

El punto de corte de la
hipérbola y la recta es:

<
I

N ES

b)

Por ser las ordenadas de la hipérbola iguales o mayores que las correspondi
ordenadas de la parabola en el intervalo correspondiente a la superficie a determin:
area pedida es la siguiente:

2 2 372 3 3
s=| A X x| aix=2X| =lar2-Z a1t |=a2-8 a1 tog0- 7=
IIx 2 6 6 6 6 6 6

_ 24277 e =S
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2x-y+z=1
39) a ) Discuta el siguiente sistema de ecuaciones lineakes)—-z=0;.
y-z=1

b ) Resuelva el anterior sistema.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

2 -1 1 2 -1 11
A=-1 1 -1}y A=-1 1 -1 0/.
0O 1 -1 0O 1 -11

El rango de A es el siguiente:

2 -11
|A|=|-1 1 -1]=-2-1+2+1=0 = RangoA=2.
0 1 -1

Veamos ahora el rango de A’

2 -11
{c.c,c}t=1]-1 1 0|]=2-1-1=0
0 1 1
2 1 1
RangoA = {{C, C,, C,} = |-1 -1 0|=-2+1+1=0 | = RangoA'=2
0 -11
-11 1
{c,c.cl=|1 -1 0/=r1+1-1=0
1 -11

Rango A Rango A= 2< rfincég = Compatible Indeterminado

b)
Para resolverlo despreciamos una de las ecuaciones (primera) y parametrize
una de las incognitas (2

-X+ty=A4

=1+ }:: X=y-A=1+A-A=1=X




x=1
Solucién <y=1+4, JAOR
z=A
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49) Calcule el angulo que forma el plane+3x-z=3 con la rectar = { ty= (Los
y-X=-
angulos se miden en radianes).

. x+y=1
El anguloa que forman el planor=+/3x-z=3 y la rectar s{ y es el

y—-x=-1
complementario del angulo que forman un vector director de r y el vector
n=(/3, 0 -1), normal al planon.

Un vector director de la recta r puede ser cualquier vector que sea linealme
dependiente del vector que se obtienen al multiplicar vectorialmente los vectores |

males de los planos que la determinan, querser(1,1,0) y n, =(0,1, -1).

Kk
O|=-i+k+j=-i+j+k=(-111)=v.
-1

v=nUn, =

el

1
0

Sabiendo que el angulo que forman dos vectores se deduce del concepto de
ducto escalar:

<]
31

v n= ‘_»‘ r‘ COSfS = cosf=

S|

Para facilitar la comprension del ejercicio hacemos un esquema de la situacion

<l

_ sena = 113 {/30-1)  _-V3+0-1_-1-V3_-43-3_
p= AR _

cos seng = ‘ ‘ ‘ ‘ ;—+ 2+ 2 \/(\/5) +O0%+ 1)2 \/?3 \/_ 2\/_ 6
3+\/—

=- =-(07887=sena = a = arcsen (- 0788]=- B087radianes=a
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OPCION B

1°) a ) Escriba la “regla de la cadena” para la derivacion de funciones compuestas.

b ) Calcule, y simplifique en lo posible, la derivada de la funcﬁ(ﬁt):L(i:zgzi],
O<x<n.
a)

La regla de la cadena se utiliza para derivar funciones compuestas, es decir,
ciones que son, a la vez, funciones de otras funciones. Si una funcién es a su vez
posicion de dos funcione$g- f)(x) = f[g(x)], su derivada es de la siguiente forma y se

denomina “regla de la cadena”:

(o (9= fldx]=alf(x)]- F'(x)

b)
1-cosx
1+ cosx

La funcion f(x)= L( ] puede considerarse comi¢x) = L[g(x)] y su deriva-

da esf'(x)= g(x) *)

g(x)

(x)= cosx ()= senx (% cox)-(* cos }- (- senx)

I+ cosx (1+ cos x)2
_senx (% cosq)+(Fcos }-senx _ senx ( * cosx+I1-cosx) _  2senx _ )
(1+ cosx)? (1+ cosx)? (1+ cosx)?

Sustituyendo los valores obtenidos en la expresion (*):

2senx
_g(x) _(#cosx)? _  Zenx {+cosx) _ 2senx _ 2senx _ 2senx _
f'(x)= o = . = = = =
g(x) Tcosx (2 cox) {I-cosx) (% cox){l-cosx) I-cosx serx
1+ oS X

=2 - Zosecx= f'(x)
senx

Nota: La necesidad de set x<n es debido a que, necesariamente, tiene que cumplir:

-~ J—COSX . - - .
que la expresmniri > 0. En otro caso seria el logaritmo de un namero negativo.
COSX
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2°) a ) Diga cuando una funcién F(x) es primitiva de otra funcion f(x).

b ) Calcule una primitiva F(x) de la funciéf{x = x- que cumpla F(0) = 0.

a)
La funcion F(x) es una funcion primitiva de la funcion f(x) en el intervalo cerrad
[a, b], cuando F(X = f(x), OxO[a, b].

Si F(x) es una funcion primitiva de f(x) y C es una constante, la furi{igr+ C

también es una primitiva de f(x), lo cual significa que una funcién tiene infinitas ful
ciones primitivas, todas aquellas que se diferencian en una constante de f(x).

b)
x? =t A 1
= i [ xe -d =[é-dt==€+C
£ X j { X x=jx X = 2 xdbe it xdx:%dt :>2J' S

|:(x):%exz+c = F(0)=0= %QZ+C=O * %e°+C:O * %+C=0 = C=-

N =

La funcién pedida eg(x):%exz —% :—(exz - ) .
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3°) Determine el rango de la matidz=|b+1 1 1 |, segun los valores de b.

1 b b-1
1 2 1
|Al=|b+1 1 1 |=b- %blb+ v 2 & b- £b+ }(b-I= b+ )-2b+1(b-1)=
1 b b-1

=(br Jb- 20+ =(b+Y2-b)=0= b =-1;; b, =2.

bz-1
Para = Rango A=3
b#2

1 2 1 L o
Parab=-1ea=|0 1 1 :>‘01
1 -1 -2

#0 = Rango A=2.

1 2

#0 = Rango A=2.
31 —_—

121
Parab=2e&={3 1 1 :>‘
121

Para{ = RangoA=2
b=2
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4°) De todos los planos que pasan por los puntos P(0, 0, -1) y Q(1, 0, 0), calcule el p
x+y=1

n que sea paralelo a la recta{ 0
X—zZ=

Los puntos P y Q determinan el vectoe PQ=Q-P=( 1,0, 9-(0,0,-3=(1 0, 1).

Un vectorv director de r es el producto vectorial de los vectores normales de los
planos que la determinan, que sqr=(1,1,0) y n, =(1, 0, -1):

v=n0On, =11 0|=-i-k+j=-i+j-k=(-11 -1).

El planoxn lo determinan los vectores y v y uno cualquiera de los puntos da-
dos, por ejemplo, P:

X y z+l1
74R_U,V)E 1 0 1 ::0;;(31}-y—x+y=0;;z+1—x:0.
-11 -1

T=Xx-z-1=0
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