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El alumno elegirá una de las dos opciones propuestas. Cuando la solución de una cues-
tión se base en un cálculo, éste deberá incluirse en la respuesta dada. 
 
 
OPCIÓN A 
 
1º) Determine los números reales � y b sabiendo que el sistema de ecuaciones lineales �� + �� + 3� = 2     � + 2� − � = 0     3� − � + � = 1� tiene al menos dos soluciones distintas. 

---------- 
Primera forma: 
 
 Si un sistema tiene al menos dos grupos de soluciones es que es compatible in-
determinado y tiene infinitas soluciones. 
 
 Según el teorema de Rouché-Fröbenius, un sistema es compatible indeterminado 
cuando los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada son iguales y menores 
que el número de incógnitas. 
 
 Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 
 

 � = �� � 31 2 −13 −1 1 � y �� = �� � 31 2 −13 −1 1      201�. 

 
 El rango de M en función de los parámetros � y b es el siguiente: 
 

 |�| = �� � 31 2 −13 −1 1 � = 2� − 3 − 3� − 18 − � − � = � − �� − ��.      (1) 

 

 Por existir en la matriz M el menor �1 23 −1� ≠ 0 es ���� � ≥ 2. 

 
 Por ser tres el número de incógnitas, para que el sistema sea compatible indeter-
minado tiene que ser ���� � = ���� �′ = 2. 
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���� �� = 2 ⇒    #$%, $', $() ⇒ �� 3 21 −1 03 1 1� = 0
#$*, $', $() ⇒ � � 3 22 −1 0−1 1 1� = 0⎭⎪⎬

⎪⎫ −� + 2 + 6 − 3 = 0−� + 4 − 2 − 6 = 01 ⇒  

 ⇒  � = 5;   � = −4. 
 
Segunda forma: 

 
Sabiendo de antemano que el sistema es compatible indeterminado, se trata de 

resolverlo. 

 Para resolver el sistema compatible indeterminado 
�� + �� + 3� = 2     � + 2� − � = 0     3� − � + � = 1� se eli-

mina una de las ecuaciones (primera) y se parametriza una de las incógnitas: � = 4. 
 

 
� + 2� = 4      3� − � = 1 − 45   � + 2� = 4        6� − 2� = 2 − 245 ⇒ 7� = 2 − 4;   7 = �8 − �8 9. 

 3� − � = 1 − 4;   � = 3� − 1 + 4 = :; − '; 4 − 1 + 4 ⇒ < = − �8 + �8 9. 

 
 Sustituyendo en la primera ecuación los valores obtenidos de x e y: 
 

 
*=; − =; 4 − >; + (>; 4 + 34 = 2;  ?*=; − >;@ + ?− =; + (>; + 3@ 4 = 2 ⇒ 

 

⇒             *=; − >; = 2− =; + (>; + 3 = 0A               2� − � = 14−� + 4� + 21 = 0 1 2� − � = 14−� + 4� = −211   2� − � = 14−2� + 8� = −421 ⇒  

 ⇒ 7� = −28 ⇒  � = −4. 
 
 2� − B−4C = 14;   2� + 4 = 14 ⇒  � = 5. 

 
 

********** 
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2º) En ℝ3, sea el plano E ≡ � − � = 2, y sea r la recta que pasa por los puntos GB1, 0, 0C 
y HB0, 0, �C. 
 �C Calcule un vector director de la recta r. 
 �C Determine b para que r y E sean perpendiculares. 
 IC Determine b para que r y E sean paralelos. 
 JC ¿Está r contenida en E para algún valor de b? Razone la respuesta. 
 

---------- �C  
Un vector director de la recta r es HGKKKKK⃗ . 
 HGKKKKK⃗ = MG − HN = MB1, 0, 0C − B0, 0, �CN = B1, 0, −�C. 

 OPKKK⃗ = B1, 0, −�C. 

 �C  
 Un vector perpendicular (normal) del plano E es �K⃗ = B1, 0, −1C. 
 
 Para que la recta r y el plano E sean perpendiculares es necesario que el vector 
director de la recta y el vector normal del plano sean linealmente dependientes, es decir, 
que sean proporcionales sus componentes: 
 

 
%% = QQ = R>R%  ⇒ 1 = >%  ⇒ � = 1. 

 S� TUIV� T � UW XW��Y E ZY� XUTXU�J[I\W�TUZ X�T� � = 1. 

 IC  
Para que la recta r y el plano E sean paralelos es necesario que el vector director 

de la recta y el vector normal del plano sean perpendiculares. 
 
Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero: 
 OPKKK⃗ · �K⃗ = 0 ⇒ B1, 0, −�C · B1, 0, −1C = 0;   1 + 0 + � = 0 ⇒ � = −1. 

 S� TUIV� T � UW XW��Y E ZY� X�T�WUWYZ X�T� � = −1. 

 JC  
 Una forma de resolver el apartado es la siguiente: 
 
 Un plano contiene a una recta cuando contiene a dos puntos de la recta. 
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Los puntos GB1, 0, 0C y HB0, 0, �C pertenecen a la recta r por definición. 
 
Un plano contiene a un punto cuando satisface su ecuación: 
 E ≡ � − � = 2GB1, 0, 0C          5 ⇒ 1 − 0 ≠ 2 ⇒ ^ ∉ `. 

 S� TUIV� T �Y UZVá IY�VU�[J� U� UW XW��Y E X�T� �[��ú� O�WYT TU�W JU �. 

 
********** 
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3º) �C Enuncie el teorema de Rolle. 
 �C Dado un número real λ, utilice el teorema de Rolle para probar que el polinomio dB�C = �' + � + 4 no tiene dos raíces distintas. 
 IC ¿Tiene el polinomio dB�C = �' + � + 4 alguna raíz? Justifique la respuesta. 
 

---------- �C  
 El teorema de Rolle dice que “si una función eB�C en continua en M�, �N y deri-
vable en B�, �C, con �, � ∈ � y � < �, y se cumple que eB�C = eB�C, existe al menos 
un valor c, � < I < � tal que e�BIC = 0”. 
 �C  
 Considerando la función eB�C = �' + � + 4, que por ser polinómica, es conti-
nua y derivable en R, por lo cual, le es aplicable el teorema de Rolle a cualquier inter-
valo finito que se considere. 
 
 d�B�C = 3�* + 1 > 0, ∀� ∈ �, lo cual implica que eB�C = �' + � + 4 es mo-
nótona creciente en R, por lo cual: 
 jW XYW[�Yk[Y dB�C �Y X\UJU VU�UT JYZ T�íIUZ [�\�WUZ. 

 IC  
 Siendo la función eB�C = �' + � + 4 monótona creciente en R, implica, nece-
sariamente, que corta al eje X en algún punto, lo que justifica que: 
 ∃4 ∈ � X�T� UW I\�W UW XYW[�Yk[Y dB�C = �' + � + 4 V[U�U \�� T�í� TU�W. 

 
********** 
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4º) Calcule el valor de la integral definida n = o %√qr%=Q · J�, donde � = BU − 1C*. [El 

cálculo de la integral indefinida puede hacerse con el cambio de variable V = √� (es 
decir, � = V*), o también con el cambio de variable \ = √�+1]. 
 

---------- 
 
 Primero: con el cambio V = √�. 
 

 n = o %√qr%=Q · J� ⇒ sV = √� → � = V*J� = 2VJV u� = � → V = √�� = 0 → V = 0 5 ⇒ 

 ⇒ o %vr%√=Q · 2V · JV = 2 o vvr%√=Q · JV = 2 o vr%R%vr%√=Q · JV = 2 o ?1 − %vr%@√=Q · JV =  

 = 2 o JV√=Q − 2 o %vr%√=Q · JV = 2G − 2H.     (*) 

 

 G = o JV√=Q = MVNQ√= = √� = wBU − 1C* = U − 1. 
 

 H = o %vr%√=Q · JV ⇒ sV + 1 = ℎJV = Jℎ uV = √� → ℎ = √� + 1V = 0 → ℎ = 1 5 ⇒ o %y√=r%% · Jℎ = 

 = MSℎN%√=r% = zS{√� + 1| − S1} = S{√� + 1| = S ~wBU − 1C* + 1� =  

 = SBU − 1 + 1C = SU = 1. 
 
 Sustituyendo en (*) los valores obtenidos: 
 
 n = 2BG − HC = 2BU − 1 − 1C = 2BU − 2C. 
 n = o %√qr%=Q · J� = 2BU − 2C. 

 
 
Segundo: con el cambio \ = √� + 1. 
 

n = o %√qr%=Q · J� ⇒ � \ = √� + 1J\ = �q*√q → J� = 2B\ − 1CJ\�� = � → \ = √� + 1� = 0 → \ = 1 � ⇒  

 ⇒ o %�√=r%% · 2B\ − 1C · J\ = 2 · o �R%� J\√=r%% = 2 · o ?1 − %�@ J\√=r%% =  

 = 2 · o J\√=r%% − 2 · o %� J\√=r%% = 2 · M\N%√=r% − 2 · MS\N%√=r% =  
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= 2 · {√� + 1 − 1| − 2 · zS{√� + 1| − S1} = 2√� − 2zS{√� + 1| − 0} =  
 = 2 · wBU − 1C* − 2 · S ?wBU − 1C* + 1@ = 2BU − 1C − 2 · SBU − 1 + 1C =  

 = 2BU − 1C − 2 · SU = 2U − 2 − 2 = 2U − 4 = 2BU − 2C. 
 n = o %√qr%=Q · J� = 2BU − 2C. 

 
********** 
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OPCIÓN B 
 

1º) Dadas las matrices G = ?1 −10 1 @ y H = ? 2 0−1 2@, obtenga las matrices X que 

cumplen la igualdad G� + H* − 2G = 0. 
 

---------- 
 
 G� + H* − 2G = �;   G� = 2G − H* = �;  GR% · G · � = GR% · �;  
 n · � = GR% · � ⇒  � = ^R� · �. 
 

      � = 2G − H* = 2 · ?1 −10 1 @ − ? 2 0−1 2@ · ? 2 0−1 2@ = ?2 −20 2 @ − ? 4 0−4 4@ =  

 = ?−� −�� −�@ = �. 

 
La matriz GR% se obtiene por el método de Gauss-Jordan: 

 

 ?1 −10 1 �1 00 1@ ⇒ #�% → �% + �*) ⇒ ?1 00 1�1 10 1@ ⇒  ^R� = ?� �� �@. 

 
 Sustituyendo los valores obtenidos en la expresión de X: 
 

 � = GR% · � = ?1 10 1@ · ?−2 −24 −2@ = ?2 −44 −2@. 

 � = ?2 −44 −2@. 

 
********** 
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2º) En ℝ3, considere el punto dB1, 0, 1C y los planos E% ≡ � + � = 0, E* ≡ � − � = 0. 
Obtenga un plano E' que cumpla a la vez las siguientes condiciones: [C d ∈ E';  [[C E% corta a E' en una recta;  [[[C Los planos E%, E* y E' no tienen puntos 
en común. 

---------- 
 
 Sea el plano pedido E' = G� + H� + $� + � = 0. 
 
 De [C → Por contener a dB1, 0, 1C ⇒ ^ + � + � = �. (1) 
 
 De [[C → Los planos E% y E' se cortan en la recta r. 
 [[[C Los planos E%, E* y E' no tienen puntos en común, es decir, que se cortan 
dos a dos, como se observa en el dibujo que se adjunta. 
 

 La recta s en que se cortan E% y E* es Z ≡ s� + � = 0� − � = 0. 

 
 La expresión de s dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 
 � = �;   � = −�;  � = � ⇒ 
  

⇒  Z ≡ �� = −4� = 4   � = 4   . 
 
 Las rectas r, s y t donde se 
cortan los planos dos a dos son pa-
ralelas. 
 
 Un vector director de s es O�KKK⃗ = B−1, 1, 1C. 
 

La expresión de r dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 

 � = 4;   � = −4; −G4 + H� + $4 = −�;   � = ��R��R�� = − �� + �R�� 4 ⇒  

 

⇒ T ≡ �� = −4                � = − �� + �R�� 4� = 4                   . Un punto de r es � ?0, − �� , 0@. 

 

 �dKKKKK⃗ = Md − �N = ~B1, 0, 1C − ?0, − �� , 0@� = ?1, �� , 1@. 

 
 Los vectores OPKKK⃗  y �dKKKKK⃗  son directores del plano E', que contiene a dB1, 0, 1C. 
 
 La expresión general del plano E' es la siguiente: 

r  

t  

s 

`� 

`� 

`� P 
Q 
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 E'{d; OPKKK⃗ , �dKKKKK⃗ | ≡ �� − 1 � � − 1−1 1 1H � H � = 0; 
 HB� − 1C + H� − �B� − 1C − HB� − 1C − �B� − 1C − H� = 0;  
 H� − H − �� + � − H� + H − �� + � = 0;   H� − �� − H� − �� + 2� = 0;  
 BH − �C� + B−H − �C� + 2� = 0. 
 
 Teniendo en cuenta que E' = G� + H� + $� + � = 0, se deduce que H = 0, 
con lo que resulta:  
 
 E' ≡ −�� − �� + 2� = 0  ⇒   E' ≡ � + � − 2 = 0. 

 
********** 
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3º) �C Estudie el dominio, el signo, las asíntotas verticales y las asíntotas horizontales 

de la función eB�C = *qR%Rq�rq. 

 �C Utilizando los datos obtenidos en el apartado anterior, represente, aproximada-
mente, la gráfica de la función eB�C. 

---------- �C  
 El dominio de una función racional es el conjunto de los números reales, excepto 
los valores reales de x que anulan el denominador. 
 
 −�* + � = 0; −�B� − 1C = 0 ⇒  �% = 0, �* = 1. 
 �BeC ⇒ � − #0, 1). 
 
 Para estudiar el signo de la función tenemos en cuenta, además de las raíces 
halladas del denominador que la raíz del numerador es � = ½. Además, nos valemos 
del gráfico adjunto para determinar el signo de la función. 
 
 
 
 
 
 eB�C < 0 ⇒ � ∈ B0, ½C ∪ B1, +∞C. 

 eB�C > 0 ⇒ � ∈ B−∞, 0C ∪ B½, 1C. 

 
 Asíntotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la fun-
ción cuando x tiende a más o menos infinito. 
 

 � = limq→� eB�C = limq→� *qR%Rq�rq = 0 ⇒ S� TUIV� � = 0 UZ �Zí�VYV� ℎYT[�Y�V�W. 
 
 Asíntotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la función tienda 
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador. 
 S� TUIV�Z � = 0 � � = 1 ZY� �Zí�VYV�Z OUTV[I�WUZ. 

 �C  
 Utilizando todos los datos obtenidos en el apartado anterior puede hacerse un 
gráfico bastante aproximado de la función, que es el que sigue: 
 
 
 
 

1 0 

Denominador 

Numerador 

�B7C 

+ + − 

− 

− 

½ 

+ + 

− − 
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**********  
  

Y 

x = 0  

x = 1 

O 
X 

f (x) 

C 

1 

4 3 2 

2 

1 

-3 

-2 

-1 

-3 -2 -1 
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4º) �C Escriba la “regla de la cadena” para la derivación de funciones compuestas. 
 �C Calcule la derivada de la función eB�C = SBIYZ*�C, −  * < � <  *. 

 IC Obtenga, utilizando el apartado �C, una primitiva ¡B�C de la función �B�C = V� � 
que cumpla ¡B0C = 1. 

---------- �C  
 La regla de la cadena se utiliza para derivar funciones compuestas, es decir, fun-
ciones que son, a la vez, funciones de otras funciones. Si una función es a su vez com-
posición de dos funciones, B� ∘ eCB�C = eM�B�CN, su derivada es de la siguiente forma 
y se denomina “regla de la cadena”: 
 B� ∘ eC�B�C = e�M�B�CN = ��MeB�CN · e�B�C. 
 �C  eB�C = SBIYZ*�C = SM�B�CN  ⇒ e�B�C = £¤BqC£BqC = *·¥¦§ q·BR�¨© qCª«��q = − * �¨© q¥¦§ q . 

 eB�C = SBIYZ*�C  ⇒  e�B�C = −2 V� �, −  * < � <  *. 

 IC  
 e�B�C = −2 V� � = −2�B�C  ⇒ �B�C = − %* · e�B�C 
 ¡B�C = o �B�C · J� = − %* o e�B�C · J� = − %* · SBIYZ*�C + $.  

 

 ¡B0C = 1 ⇒ − %* · SBIYZ*0C + $ = 1; − %* S1 + $ = 1; −0 + $ = 1 ⇒ $ = 1. 

 ¡B�C = − %* · SBIYZ*�C + 1. 

 
********** 
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