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El alumno elegira una de las dos opciones propuestas. Cuando la solucion de una cu
tion se base en un calculo, éste deberd incluirse en la respuesta dada.

OPCION A

1°) Determine los numeros reateg b sabiendo que el sistema de ecuaciones lineales
ax+by+3z=2

x + 2y — z = 0; tiene al menos dos soluciones distintas.

3x—y+z=1

Primera forma:

Si un sistema tiene al menos dos grupos de soluciones es que es compatible |
determinado y tiene infinitas soluciones.

Segun el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema es compatible indetermina
cuando los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada son iguales y menor
gue el nimero de incognitas.

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

a b 3 a b 3 2
M=({1 2 -—-1|]yM=(1 2 -1 0]
3 -1 1 3 -1 1 1

El rango de M en funcion de los paramettgsb es el siguiente:

a b 3
IM|=11 2 -—-1|=2a—-3-3b—18—a—b=a—4b—21. (1)
3 -1 1

Por existir en la matriz M el men% _21| # 0 esRang M = 2.

Por ser tres el nimero de incégnitas, para que el sistema sea compatible indete
minado tiene que s®&ang M = Rang M’ = 2.
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a 3 2 N
{Cl’ C3, C4} =11 -1 o = 0
r_ 3 1 1 —a+2+6—-3=0
Rang M’ =2 = b 3 2 >—b+4—2—6=0}:>
{C,,C5,C}=> (2 -1 0]/=0
-1 1 1 %

Segunda forma:

Sabiendo de antemano que el sistema es compatible indeterminado, se trata
resolverlo.
ax+by+3z=2
Para resolver el sistema compatible indeterminado+ 2y — z = 0; se eli-
Ix—y+z=1
mina una de las ecuaciones (primera) y se parametriza una de las incégnitas:
x+2y=2 } x+2y=21

3x—y=1-1 6x—2y=2—2/1}=>7x:2_)“ x=

A

NN
N =

3x—y=1-14 y=3x—1+A=2-21-1+15y=—-2+21

Sustituyendo en la primera ecuacion los valores obtenidos de x e y:

Z_ta-2+422+432=2 (B-2)+(-3+2+3)1=2 >
7 7 7 7 7 7 7 7
2a b_2
77 2a—b=14) 2a—-b =14 2a — b =14
= }—a+4b =—21}—2a+8b= —42}:>

_E+ﬂ+3=0 —a+4b+21=0
7 7

>7b=-28 > b=—-4

2a—(—4)=14; 2a+4=14 = a=5.
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2°) EnR3, sea el plana = x — z = 2, y sear larecta que pasa por los puaAtdso0, 0)
y B(0,0,b).

a) Calcule un vector director de la recta r.
b) Determine b para que rysean perpendiculares.
c) Determine b para que rysean paralelos.

d) ¢ Estar contenida enpara algun valor de b? Razone la respuesta.

a
) Un vector director de la recta r B4.
BA =[A-B]=1[(1,0,0)—(0,0,b)] = (1,0,—b).
v, = (1,0,-b).
b)

Un vector perpendicular (normal) del planesn = (1,0, —1).
Para que la recta r y el planasean perpendiculares es necesario que el vector

director de la recta y el vector normal del plano sean linealmente dependientes, es dec
que sean proporcionales sus componentes:

Larectary el plano mw son perpendiculares para b = 1.

c)
Para que la recta r y el plansean paralelos es necesario que el vector director
de la recta y el vector normal del plano sean perpendiculares.

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
v, -n=0=(1,0,-b)-(1,0,—-1)=0; 1+0+b=0=>b =-1.

Larectary el plano mw son paralelos para b = —1.

d)
Una forma de resolver el apartado es la siguiente:

Un plano contiene a una recta cuando contiene a dos puntos de la recta.



Los puntosA(1,0,0) y B(0,0, b) pertenecen a la recta r por definicion.
Un plano contiene a un punto cuando satisface su ecuacion:

T=x—2z2=2

A(1,0,0) }=>1—0¢2 >A¢m.

La recta r no esta contenida en el plano w para ningun valor real de b.
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39 a) Enuncie el teorema de Rolle.

b) Dado un numero redl, utilice el teorema de Rolle para probar que el polinomio
P(x) = x3 4+ x + A no tiene dos raices distintas.

¢) ¢ Tiene el polinomi®(x) = x3 + x + A alguna raiz? Justifique la respuesta.

a)

El teorema de Rolle dice que “si una funcfdm) en continua efa, b] y deri-
vable en(a, b), cona,b € Ry a < b, y se cumple qug(a) = f(b), existe al menos
un valor ca < ¢ < b tal quef'(c) = 0.

b)

Considerando la funciéfi(x) = x3 + x + A, que por ser polinémica, es conti-
nua y derivable en R, por lo cual, le es aplicable el teorema de Rolle a cualquier inte
valo finito que se considere.

P'(x) =3x%+1>0,Vx € R, lo cual implica quegf(x) = x3 + x + 1 es mo-
noétona creciente en R, por lo cual:

El polinomio P(x) no puede tener dos raices iguales.

c)
Siendo la funciérf (x) = x> + x + 2 mon6tona creciente en R, implica, nece-
sariamente, que corta al eje X en algun punto, lo que justifica que:

31 € R para el cual el polinomio P(x) = x3 + x + A tiene una raiz real.
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4°) Calcule el valor de la integral definifla fﬂaﬁ - dx, dondea = (e — 1)2. [El

célculo de la integral indefinida puede hacerse con el cambio de variable (es
decir,x = t2), o también con el cambio de variable= vx+1].

Primero: con el cambib= /x.

0 Vx+1 dx = 2tdt x=0-t=0

=>f0‘/_ti 26-de =2 [V de = ZIO‘/Et:iIl-dt=2fo (1-o5)-dt =

t+1

=2 [ a2 —.dt=24-2B. (%

A= f dt = =J(e—12=e—1.

_ (Va1 t+1=hlt=vVa-h= \/—+1} Va+11
B_fo t+1 dtﬁ{dt—dh t=0->h=1 fl h

-dh =
= [Lh))* = [L(Va+1) - L1] = L(Va+1) = L[ (e—1)2+1]=
=Lle—1+1)=Le=1.

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos:

[=2(A—-B)=2(e—1-1) = 2(e — 2).

a 1
I= ] \/}H-dx—Z(e—Z).

Segundo: con el cambio= /x + 1.

u=+vx+1 _ _
I:fal—1 cdx = dx x=a-u=va+l =
0 Vx+1 du=—->dx=2u—-1Ddu| x=0-u=1
2Vx
f\/_+1l 2u—1)-du=2- f\/_+1u 1d ff/aﬂ(l—%)du:

— 9. flx/E+1 du—2 - f\/_+1 Ly =2. [u]l/E+1 _9. [Lu]l/aﬂ _



=2-(WVa+1-1)-2-[LWa+1)—-L1]=2Va-2[L(Na+1)-0] =
=2. (e—1)2—2-L( (e—1)2+1)=2(e—1)—2-L(e—1+1)=
=2(e—1)—2-Le=2e—2—-2=2e—4=2(e—2).

a 1
I—fﬂm-dx—Z(e—Z).

k*kkkkkkkkk



OPCION B

- 1 1 2 0 -
0 — —
1 ) Dadas las matrice$ (0 ) y B ( 2), obtenga las matrices X que

cumplen la igualdadX + B? — 24 = 0.

AX+B?—-2A=0; AX=2A—-B*=M; A1 -A4-X=4"1-M;
[-X=4"1M>=>X=A"1-M.

M=2A_BZ=2'((1) _11)_(—21 (2))(—21 (2’)=(3 _22)_(—44 Z)z

~(2 2

4 —z)zM'

La matrizA~! se obtiene por el método de Gauss-Jordan:

G Jlo D=Em-r+ry=( s )=4a"=(; 1)

Sustituyendo los valores obtenidos en la expresion de X:
a1y (1 1\ (=2 =2\ _ (2 -4
x=A M_(o 1) (4 —2)_(4 —2)'

=G 5)
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2°) EnR3, considere el puntB(1,0,1) y los planost; =x+z=0,1, =y —z = 0.
Obtenga un plane; que cumpla a la vez las siguientes condiciones:

i) P € mg; ii) m; corta ar; en una rectaijii) Los planost,, m, y m3 nNo tienen puntos
en comun.

Sea el plano pedido; = Ax + By + Cz+ D = 0.
Dei) —» Por contener 8(1,0,1) > A+ C+D=0. (1)
Deii) — Los planost; y 5 se cortan en la rectar.

iii) Los planost,, m, y ™3 nNo tienen puntos en comun, es decir, que se cortan
dos a dos, como se observa en el dibujo que se adjunta.

x+z=0

La recta s en que se cortayly 7, ess = {y _ A

La expresion de s dada por unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:

Z=W X=— Yy == L
x=—A [
= s=Egy=4. SRR
z=2 e

Las rectas r, s y t donde
cortan los planos dos a dos son pg::ii i
ralelas.

Un vector director de s & = (—1,1,1).

La expresion de r dada por unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:

z=4A x=-1, —AA+ By + CA = —-D; y=M_g_D=—§+AB+C)l =
x=-1
>r = y:—§+%l. Unpuntodere@(o,—g,o).
z=A

@ =1r-al=[.on - (0.-2.0)] = (12.1).
Los vectore®, y QP son directores del planmg, que contiene A(1,0, 1).

La expresion general del plang es la siguiente:



. x—1 y z—-1
m3(P; v,QP)=| -1 1 1 |=0;
B D B

B(x—1)+By—-D(z—1)—B(z—1)—D(x—1)—By =0;
Bx—B—-—Dz+D—-Bz+B—-Dx+D =0, Bx—Dz—Bz—Dx+ 2D = 0;
(B—D)x+ (—B —D)z+ 2D = 0.

Teniendo en cuenta qug = Ax + By + Cz+ D = 0, se deduce quB = 0,
con lo que resulta:

m; =—Dx—Dz+2D=0 = n3=x+z—2=0.
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3°) a) Estudie el dominio, el signo, las asintotas verticales y las asintotas horizontale
., 2x-1
de la funcionf (x) =

—x2+4x

b) Utilizando los datos obtenidos en el apartado anterior, represente, aproximade
mente, la gréafica de la funcidifx).

a)
El dominio de una funcién racional es el conjunto de los nimeros reales, except
los valores reales de x que anulan el denominador.

—x?+x=0; -x(x—1)=0 = x; =0,x, = 1.

D(f) = R - {0,1}.

Para estudiar el signo de la funcion tenemos en cuenta, ademas de las raic
halladas del denominador que la raiz del numerader=%;. Ademas, nos valemos
del grafico adjunto para determinar el signo de la funcioén.

f(x) <0=>x€(0,%)U(1,+).

f(x)>0=>x € (—,0)U (%, 1).

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la fun-
cion cuando x tiende a mas o menos infinito.

. . 2x-1 , .
k = lim f(x) = lim = = 0= Larectay = 0 es asintota horizontal.
X—>00 X—

o0 —X2+x

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién tiend:
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

Larectas x =0y x = 1son asintotas verticales.

b)
Utilizando todos los datos obtenidos en el apartado anterior puede hacerse
gréafico bastante aproximado de la funcion, que es el que sigue:



p—

f(x)
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4°) a) Escriba la “regla de la cadena” para la derivacion de funciones compuestas.

b) Calcule la derivada de la funcigiix) = L(cos2x), —g <x< %

c) Obtenga, utilizando el apartadd, una primitivaG (x) de la funciorg(x) = tg x
que cumplaz (0) = 1.

a)

La regla de la cadena se utiliza para derivar funciones compuestas, es decir, fu
ciones que son, a la vez, funciones de otras funciones. Si una funcion es a su vez co
posicion de dos funcioneg o f)(x) = f[g(x)], su derivada es de la siguiente forma
y se denomina “regla de la cadena”:

(g f) ()= flg)] =g If ()] - f'x).

b)
l; ,( ) 2 (= ) 2
fG) = L(cos™) = LIg(@)] = f'(x) = L2 = Z2T 000 = 2%
(x) = L(cos?x) = f'(x) = -2tgx,——<x <=
g 2 2
c)

fle) =-2tgx=—-29(x) = g(x) =—5-f'(x)
G(x)=[gx)-dx = —%ff’(x)-dx: —%-L(coszx)+C.
G(O)=1:>—§-L(c0520)+c=1;—§L1+c=1; —0+C=1>C=1.

G(x) = —% - L(cos?x) + 1.
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