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EXTRAORDINARIA — 2022
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

INSTRUCCIONES PARA REALIZAR EL EXAMEN.

El examen consta de 10 preguntas. Es estudiante ha de elegir 5 preguntas. En ning
caso debera responder a un numero mayor del indicado porque en la correccion c
examen solo se tendran en cuenta las cinco primeras preguntas respondidas. Se seg
el orden en el que las respuestas aparezcan desarrolladas por el estudiante. Si se di
qgue alguna de ellas no sea tenida en cuenta, el estudiante ha de tacharla y dejarlo
ramente indicado. En este caso, ademas de las cuatro primeras preguntas sin tachal
corregira la que ocupe el siguiente lugar. Justificar las respuestas y las soluciones.

PREGUNTAS

1°) Sea la matrid = ((1) i)

a) Estudiar el rango de la matz— AI segun los valores dee€ R, dondel es la
matriz identidad de ordehx 2.

X
b) Paral = 2 solucionar el sistem&X = AX, dondeX = (y)

a-11=0 -G 9=(7 ,2)
2
1 1-2

a)

|A—/’l-I|=| A1 =) -2=02-A+12—2=0;

11\/21+8 _ 1+/9 _ 142_r3 N /11 —_1 /12 9

A2—1-2=0; A=

Para {/1;;_21} = Rang (A — AI) = 2.
Para {1/1:_—21} = Rang (A — Al) = 1.
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b)
Para/1=2=>A-X=2X=>((1) i)(;)=<§;> (X233/>=@;)=>

2y=2x} x—y=0

x+y=2yf x—y= 0} = x—y=0. Sistema compatible indeterminado.

Haciendoy = u = Solucion:x =y = u,Vu € R.
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4dx +y—2az=a
2°) Discutir el sistema de ecuacior{ex —y+z=0 |, segun los valores reales del
y—az=-1
paradmetrol.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
4 1 2a 4 1 2a a

M=|a -1 1 |yM=(a -1 1 0|
0 1 -—a 0 1 —-a -1

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del paramedsoel siguiente:

4 1 2a
IM|=la -1 1|=4a+2a°—4+a?>=0; 3a’+4a—4=0;
0 1 —a
—44++/16+48 —4+/64 —44+8 —-2+4 2
a = = = = $a1=—2,a2:—.
6 6 6 3 3
p {“i_}:R M = Rang M' = 3 = n® inc6g.= S.C.D
ara a+2/3 ang M = Rang = 3 =n2incog. .C.D.
4 1 —4 =2
Paraa=-2=>M=|-2 -1 1 0 |= RangM' ={(,,(C,,C4} =
0 1 2 -1
4 1 -2
=>|-2 -1 0|=44+4-2=6+*0=RangM' =3.
0 1 -1
4 1 ¢ =2
3
Paraa===>M=(%2 -1 1 g |= RangM' = {C,,C,,C,} >
0 1 4 -1
4 1 2
=2 -1 0 =4+%+§¢0=>RangM’= :
0O 1 -1

a=-2

Para {a :_2_/3} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
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3°) Dados los punta4(0,0,2) y B(1,1,0) y la rectar = {; _ ; Calcular un punto

P € r para que el triangulo ABP tenga un angulo recto en el punto A.

x=1
La expresion de por unas ecuaciones paramétricas es{y =A.
z=2A

Un punto genérico deesP(1,4,1).

AB =0B - 04 =1[(1,1,0) = (0,0,2)] = (1,1, -2).
AP =0P— 04 =[(1,1, 1) —(0,0,2)] = (1, 1,1 —2).
Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:

AB-AP=0=(1,1,-2)- (L,4,1—-2)=0; 1+41—-21+4=0=>1=5.

El punto pedido es P(1,5,5).
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x=2-2y x-1 _y-3 _ z+1,

S = = = .
7z=1—x y 2 1 -2

4°) Sean las rectas= {

a) Estudiar la posicion relativa de las reatass.

b) Calcular la distancia entre las dos rectas.

a)
La expresion de dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
rE{x=2_2y=>y=/1; x=2-20 z=—-1+2A>r=
z=1—x
x=2-21
y=4A .
z=-14+2A

Un punto y un vector director de la reetaonA(2,0,—1) y v, = (2,—1,-2).

Un punto y un vector director de la restaonB(1,3,—1) y v, = (2,1, —2).

Los vectore®, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales
sus componentes; esto implica que las recias se cortan o se cruzan. Para diferen-

ciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vecta¥ que tiene como origen el puntoe r y extremo el
puntoB € s:w = AB = 0B — 0A =[(1,3,-1) — (2,0,—1)] = (-1,3,0).

Segun gue los vectorEs,, v, w} sean o no coplanarios las reotass se cortan
0 se cruzan, respectivamente.

Los vectoreqv,, v, w} son coplanarios cuando el valor del determinante que
forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

2 -1 =2
Rang{_ﬁ:,i};,ﬁ?}: 2 1 —2=—12—2—2+12:—4¢0$
-1 3 0

= Rang {v,,v;,W} = 3 = v, v, W no son coplanarios.

Las rectasr Yy S Secruzan.

b)

Para calcular la distancia entre las reetgs vamos a determinar un paralele-
pipedo cuyas dimensiones son los vectores directores de lasueytas,y el vector
w = (—1,2,0) hallado en el apartado anterior.



Para una mejor comprension se hace el esquema que se observa.

Pras / -7

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otr
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la ba
por la altura. Observando que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las rect

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

[V (Ug X W)|
V=_13:' (_13; X W)=|_13: X _13__;|h=|17_r> X v_s’ld =>d=—"—"—"—
[vr X Vg
2 -1 =2
2 1 =2
vy (Vg X W) -1 3 0 |—4] 4 1
d(r,s) = —"= ——— T = T — = — =—=
|vy x vg| vt J [2i—4j+2k+2k+2i+4]| |[4i+4kK| li+k|
2 -1 =2
2 1 =2
1 1 V2

2
=5 o d(r,s) = - U
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5) Dada la funci6if (x) = =

a) Estudiar asintotas, monotonia y puntos extremg¥xe

b) Con los datos obtenidos, representar de forma aproximada la gréfice)de

a)
Por tratarse de una funcion racional, su dominio es el conjunto de los nimero
reales, excepto los valores reales apie anulan el denominador:

1-x2=0; , =-1,x,=1=>D(f) >R —{-1,1}.

(—x)3 —x3 x3 .,
Teniendo en cuanta qfié—x) = — e e —f(x), lafuncién

es simétrica con respecto al origen de coordenadas.

Las asintotas de la funcién son las siguientes:

Horizontales: son de la forma= k y son los valores que toma la funcion
cuando la variable tiende a mas infinito y menos infinito.

> =0 = No tiene sintotas horizontales.

Verticales: Son los valores finitos de x que anulan el denominador.
1-x2=0>x;=-1,x, = 1.

Son asintotas verticales las rectas x = =1y x = 1.

Oblicuas: Son de la forma= mx + n, siendo:

= lim — f( yn= hm [f(x) — mx], con m finito ym # 0.
X—00
x3 3
—llmf() lim —hmx3:—1.
xX—>oo X x—oo X X—>00 X—X

x3+x-x3

=;1r<r)10[f(x)—mx]=;i_r>£10( +1- x)=lim

1-x2 x—o00 1-x2

Asintota oblicua: y = —x.

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
negativa, respectivamente.



fr(x) — 3x2-(1—x2)—x3.(_2x) _ 3x2—3x%+2x% _ 3x2_xt _ x2(3—x2)
(1—x2)2 (1_x2)2 (1_x2)2 (1_x2)2 .

Para estudiar el signo de la derivada (crecimiento y decrecimiento) se tiene e
2
cuenta qu%_xx—z)2 > 0,Vx € D(f), el signo dg’(x) es el que tenga — x?:
3—x2=0=2x =—/3,x, =3.

Las raices halladas dividen al dominio de la funcion en los intervalos
(=0, —V3),(=V3,v3) y (V3, +), en los cuales la funcion es, alternativamente, po-
sitiva o negativa.

Considerando, por ejemplo, el vajor= 2 € (V3, +):

22.(3-2%) -

x=2>f'(2) = TEDr ?4 < 0 = Decrec.

Teniendo en cuenta lo anterior y el dominio de la funcién, se deducen los perio
dos de crecimiento y decrecimiento de la funcidn, que son los siguientes:

Decrecimiento = f'(x) < 0 = x € (—o0, —V3) U (V/3, +0).

Crecimiento = f'(x) >0=>x € (—\/§, —1) u(-1,1)uU (1,\/5).

Una funcién tiene un extremo relativo (maximo o minimo) para los valores de
gue anulan su primera derivada.

x%(3=x2)

fe)=0= 1-x2?2 0; x*!(3-x*)=0=>x =—V3,x, =0,x3 = V3.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad
Si es negativa para los valores que anulan la primera derivada se trate de un maxir
relativo y, si es positiva, de un minimo relativo.

_ (6x—4x3)-(1-x%)2—x2(3-x?)-[2-(1-x?)-(—2x)] _ (6x—4x3)-(1-x?)+4x-x*(3—x2) _

4
xX) = =
f ( ) (1_x2)4 (1_x2)3
_6x—6x3—4x3+4x5+12x3-4x° _ 6x+2x3 ' _ 2x(3+x?)
- —+2)3 - _23=>f (x)_ 2233 "
(1-x2) (1—x2) (1-x2)

f"(=V3) = —2(\1‘3:(33;:3) = _Z_Zf >0 = Minimo relativo para x = —/3.

Por simetria con respecto al origdfiximo relativo para x = /3.



3

_ (3 33
F(3) = L -2

= ~2,6 > Max.= A(V3,- 3{) A(1,7;=2,6).
Por simetriaMin.= B (—\/§ 3‘/_) B(—1,7;2,6).

0-(3+02
f7(0) = % = % = 0 = Nimaximo ni minimo (punto inflexion).

b)
\ ‘[ YA
\\‘ ‘ . :
N \ (6” | x=1
! N i
\\ | / |
N | |
N F=3
N\ | |
\{ | | I I
N L f(x)
ENVAN: R
-6 -3 —@i CNEEE 6 X
[ -
Xj=—1: : , \\. y =—X
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| | \
| | \
Al I N
ol 1 N\
N
A AN

La representacion grafica, aproximada, de la funcion es la que se indica en |
figura adjunta.
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6°) Hallar los puntos de inflexion de la gréafica de la fungiGr) = x — L(x? + 1).

La condicion necesaria para que una funcion tenga un punto de inflexién es qu
se anule su segunda derivada.

, _4 2x _ x*41-2x _ (x-1)?
fl=1 x2+1 x241  x241°
. _2:(x-1)-(x%+D)-(x-1D%2x _ 2-(x-1)[(x2+1D)-x(x-1)] _
f) = (x2+1)? - (x2+1)2 -
_2:(x-1)-(x%4+1-x%+x) _ 2-(x—1)-(x+1) f”( ) _2:(x2-1)
N (x2+1)2 T (x%41)2 T (x2+1)2°
(x2—
Fra) =022 0, 2(x2-1)=0; x2—1=0>x, = —1,x, = 1.

(x2+1)2

f(-1)=—-1-L[(-1D)?*+1]=-1-L2=P.1.:A(-1,-1 - L2).

fF(1)=1-L(12+1)=1-L12=P.1.:B(1,1 - L2).
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1 1 1
I'= fx3—x Hdx = fx(xz—l) Hdx = fx(x+1)(x—1) Hdx =

1 _A n B n C _ A(x+1)(x—1)+Bx(x—1)+Cx(x+1) _
x(x+1)(x—-1) T x x+1 0 x-1 x(x+1)(x—1) -
Ax?—A+Bx?—Bx+Cx?+Cx  (A+B+C)x%4+(—-B+C)x+(-A4) A+B+(=0
= = > —-B+C=0>4=-1;
x(x+1)(x—1) x(x+1)(x—-1)
—-A=1
B+C=1 4 _ 1, _1
= _B+C=0}=>2c:_1, =2 B=
_ 4 Y2 — _ _
I = _f( — xl)dx Llix| +Llx+ 1| +3Lx =1+ C =
% [Llx+ 1| + L|x — 1]] - L|x|+C=%-L|x2—1|—L|x|+C.

[ = [ dx =Y

x3—x [x|

+ C.
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8°) Hallar el parametro positivn€ R tal que el area de la region plana encerrada por
las gréficas de las funciongéx) = x? y g(x) = ax sea 4/3.

Los puntos de corte de ambas funciones
tienen por abscisas las raices de la ecuacion
que resulta de la igualacion de sus expresio-
nes. P(a,a?)

f(x)=gx) = x?=ax; x*—ax =0; g(x) = ax

x(x—a)=0=>x;, =0,x, = a. \

Los puntos de corte son el origen de
coordenadas y el punf(x, x2), que también
puede expresarse corffa, a?).

De la observacion de la figura se deduce que:

a

T — x2) - _i._a_xz_x_:"]_
J, (ax x)dx—s,— 3, =

4-
3

)

S=[ylg() — f(] - dx =

4
3

aa? a3 4 a® a® 4
(5=-%)-0=32-2=% 32 -20°=8; *=8=2°5a=2u
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9°) EI 50 % de los alumnos de la UEX practica “running” y el 30 % monta en bicicleta.
Ademas, se sabe que el 70 % de los alumnos de la UEX practica uno de los dos dep
tes. Si seleccionamos un alumno al azar, se pide:

a) La probabilidad de que no practique ninguno de los dos deportes.

b) Si practica el deporte de montar en bicicleta, ¢ cual es la probabilidad de que prac
gue running?

¢) ¢Son independientes los sucesos “Practicar running” y “Practicar montar en bici
cleta™?

LlamamosR — Runnnig y B — Bicicleta.

Datos:P(R) =0,5; P(B)=0,3; P(RUB) =0,7.

a)
P=P(RUB)=1-P(RUB)=1-0,7=03=30%
b)
P =P(R/B) = P(RNB) _ P(R)+P(B)-P(RUB) _ 0,5+03-07 _ 01 _ 1 _ 0,3333.
P(B) P(B) 0,3 03 3
c)

Dos sucesos R y B son independientdBin B) = P(R) - P(B).

P(RNnB)=P(R)-P(B)=>0,5:0,3+0,1=>AyB no sonindependientes.
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10°) El diametro de las cerezas picotas del Jerte se distribuye normalmente con mec
2,5 cm y desviacion tipica 0,2 cm.

a) Si se desea seleccionar, para su exportacion, el 10 % de las mas grandes, ¢ a p:
de qué tamafo hay que cogerlas?

b) Si tomamos una cereza picota del Jerte al azar, ¢qué probabilidad tiene la cereza
tener un diametro entre 2,2 cmy 2,8 cm?

a)
Datos: u= 2,5 o=0,2.

X - N(w o) = N(2,5;0,2). Tipificando la variablez = =22

Nos piden elegir el 10 % de las mas grandes, o sea, eliminar el 90 % de la
cerezas mas pequenas.

P=P(X<09) =P (Z < Xo_z’s) = 0,9. Mirando en la tabl&' (0, 1) al valor

0,9 le corresponde, aproximadamente, 1,28:

X-2,5

=1,28 X—-25=02-1,28, X=2,5+0,256 = 2,756.

Las cerezas elegidas deben tener un didametro igual o mayor que 2,756 cm.

b)

P=P22<X<28)=P (2'2‘2'5 <7< 2'8‘2'5) —p (ﬁ <7< E) -

0,2 0,2 0,2 0,2
=P(-15<Z<15)=P(Z<15)—-P(Z<-15)=
=P(Z<15)—-[1-P(Z<15)]=P(Z<15)—-1+P(Z<15)=

=2-P(Z<15)—1=2-09332—-1=1,8664 —1 = 0,8664.
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