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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

El alumno elegira uno de los dos repertorios que a continuacion se proponen, tenién
gue hacer 2 de los 3 primeros ejercicios del repertorio elegido.

Cada una de las cuatro cuestiones del repertorio elegido puntuara 2’5 puntos como
Ximo.

Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas.

REPERTORIO A

X+2y-3z=qa
1°) Dado el sistema de ecuacioRex+ 6y—-11z = 2, se pide:
X-2y+7z=1

a ) Determinar razonadamente el valoradpara el cual el sistema es compatible.

b ) Para el valor obtenido de en el apartado a), calcular el conjunto de soluciones de
sistema.

c ) Explicar la posicién relativa de los tres planos definidos por cada una de las
ecuaciones del sistema, en funcion de los valores. de

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:
1 2 -3 1 2 -3 a
M={2 6 -11| y M'=|2 6 -11 2
1 -2 7 1 -2 7 1
El rango de la matriz de coeficientes es el siguiente:
1 2 -3
IM|[={2 6 -11]= 4P 12 22 18 22 28=-72-72=0 = RangoM =2
1 -2 7
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Para que el sistema sea compatible determinado es necesario, segun el Tec
de Rouché-Frébenius, que el rango de la matriz ampliada sea también dos:

1 2 -3 a
Rangode M' = |2 6 -11 2| =
1 -2 7 1
1 2 «a
{c.c,cll2 6 2/=6 a4+ & &+ 4 4=10-1 =0
1 -2 1
1 -3 «a
{c,c,cl}l2 -11 2|=- 14 14- 6 14— 14 6= 2% -25=0 >a=1
1 7 1
2 -3 «a
{c,,c.,cl}| 6 -11 2|=- 22 42+ 12 22- 28 18 2w -20=0
-2 7 1

Para a =1= Rango M= RangoM'= 2< rf incég = Compatible Indeterminado

X+ 2y-3z=1
Paraa =1 el sistema resulta2x+ 6y—-11z=2. Despreciando una de las ecuacio-
X—-2y+7z=1
nes (segunda) y parametrizando una de las incognitas (z), resulta:

X+2y-3z=1 . X+ 2y =1+3] L L
{X_ZY"‘?ZZ]-:) = = X—2y:1—7/]} = X=2-41 = x=1-21
X+ 2y=1+31 _ _5
- x+ 2y=—1+7)|} = 4y =100 = y=-4
x=1-2/
Solucion: y:gA COAOR
z=A1

c)

Paraa =1 el sistema es compatible indeterminado, lo que significa que los tr
planos tienen puntos en comuan. Como el rango de ambas matrices es dos y el nime
incognitas es tres, el grado de libertad es uno, lo cual significa que los tres planos tie
una recta en comun sin coincidir ninguno de los planos.



Paraa #1 el sistema es incompatible, lo que significa que los tres planos no ti

nen puntos en comun. Se trata de tres planos que se cortan dos a dos determinanc

rectas paralelas, como se indica en el gréfico siguiente.
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2°) En el espacio se consideran la recta r interseccion de los planos de ecuaciones |
citas n,= ¥ y- z=5 y n,=2x+y-2z=2 y la recta s que pasa por los puntos
A(3 10 5) y B(5, 12 6), se pide:

a ) Calcular las ecuaciones parameétricas de las rectas ry s.

b ) Calcular el punto H interseccion de las rectas r y s y el angulo que formanry s.

c ) Calcular los puntos M y N de la recta r para los cuales el area de cada uno d
triangulos de vértices ABM y ABN es de 3 unidades de area.

a)

_ | xty-z=5 _ X+y=5+A -Xx-y=-5-/4 _
r_{2X+y—22:2 = 224 = 2X+y=2+21[ 2x+y=2+2)] = x==3+4
Z(+2y:10+2/] _8 _ . Xig3+/1

~ox-y=-2-2Af 7 =5 “1Y 23

Un vector director de s es= AB=B-A=( 512 §-(3 10 5=(2 2, 1).

X=5+2u
La expresion de s por unas ecuaciones paramétricas %g:: 12+2u .
zZ=6+Uu

b)

N r=(-3+4,8 A)
Un punto genérico de cada una de las rectas{%%.sE E B 2/, 12+ 24, 6+ L)

-3+A=5+2u |(u=-2
El punto de interseccion es tal qbe=s P=Q = {8=12+2y = =
A=6+u A=4

H(1 8 4)

El angulo que forman las rectas r y s es el mismo que forman sus vectores di
tores. Un vector director de s @s=(2, 2, 1).
u-v _ (2231(101
Ul V| VEZeZeE JTe0 T

—_

u -V:‘U‘ ‘V‘ -COsa = Cosa =

_ 2+0+1 3 1 42
VA 4 1J140+1 V942 V2o 2

a=42




c)
Considerando como base de los triangulos el segmehtpsabiendo que el area
de los triangulos es 3, las alturas de los triAngulos serian:

NB:‘V‘:V22+22+12 =/9=3u=AB.

:base-altura _ 3= PQ-h: 3-h N
2 2 2

S h=2u.

Los puntos M y N de la recta r son los que distan dos unidades de la recta s.
puntos M y N, por pertenecer a r, tienen por coordenB@as+ A, 8, A).

APOU

La distancia de un punto a una recta viene dada por la fodiRila) :—‘ ‘_,‘ ‘ :
u
siendo A(3, 10, 5) un punto cualquiera de la rectaus yn vector director de la recta s.
AP=P-A=(- 31 ,84)-(3109=(1-6 -2 1-5).

i ik
A-6 -2 A-5

2 2 1

‘G’ e /22+22+12 ”

2:|— P+ 31— §j+ A1 - ok + &k - 22 -5 - (1-6)j|
Ja+4+1 K

(- 2 2+ 10+(2-10-21+ §j+(2A-12+4)k|
7o '

6=|(8-2A)i+(1- Jj+(2-8k| ;; 6=(8-22) +(1- 47 +(22-8) ;

2=

36 64 32 M+ - B+ 16 K- 32+ 64;;36= O - 72A+144 ;

- 72+108=0 A4 -81+12=0;: A= 81'24_48:824 =

A=6; A,=2

A=6- M(3 8 6)

P(-3+4,8 1) =
A=2 - N(-18, 2
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3°) a ) Dibuja razonadamente la grafica de la fungjo) = x> -4, cuando-1< x < 4.

b ) Obtén razonadamente los valores maximo y minimo absolutos de la siguiente
cion f(x)=|x* - 4| en el intervalo [-1, 4].

c ) Calcula el area plana limitada por la funcion f(x) y las rectas x =-1,x =4 ey = 0.

a)
La funcidn g(x) es polindmica por lo cual su dominio es R. Se trata de una pa
bola simétrica con respecto al eje de ordenadas pax ger g(- x).

Los cortes con los ejes son los siguientes:

x, =2~ A2 0)

EjeOX=y=0;; x*-4=0 -
x,=-2- B(-2 0)

EJeOY:> XZO;;y:_4—’C:(O,—_4)
La funcion g(x) es convex@l) y su punto minimo es el siguiente:

g''(x)=2>0= Minimo para x= 0= Min.:C(0, -4)

Teniendo en cuenta que{- 1=-3 y g(4) =12, la representacion gréfica de la
funcion g(x) es la indicada en la siguiente figura.

YA

gx)=x-4

——
~—




b)
Con objeto de facilitar la representacion, la funcigr) :\ x? —4\ se puede rede-

- X +4 si-2<x<2

finir de Iaformaf(x):{ -4 s xO(w, -2)0(2 +e)

El dominio de f(x) ed-1 4] y, teniendo en cuenta qui(4=| 4 - 4/=12, el
recorrido eq0, 12).

Como quiera que la funcior( ¥ = 0, OxOR, los minimos absolutos son los pun-

x, =-2 - OD(f)
tos de la funcion que pertenecen al eje de abscigas=0 =
x,=2- A2 0)

El maximo absoluto de la funcion se produce para x =4y es Q(4, 12).

Existe un maximo relativo para x = 0, por ser:

= f(x)=0=x=0

f'(x) =

-2X si —2<xs<2
2x si xO(-o0, =2)0(2, +)

La funcion tiene un maximo o un minimo relativo en el intervea x < 2.

= (X< 0 en-2<x<2= Maximo relativo

fr(x)=

-2 si-2<x<2
2 si xO(-0, -2)0(2 +w)

f(Q9=| G- 4= 4= Max. relativo: P(4, 0)

La representacion grafica de la funcion es la de la figura siguiente:

f(x)=| ¥ -4




c)
Teniendo en cuenta lo anterior y de la observacion de la figura se deduce qu
superficie pedida es la siguiente:

&i(— R +4) . dx+i(x2 —4)-dx:{—x—;+4x]1+{x—;—4x} =

2

:(—2_33+ 4-2}{—%+ 4-(—1)}(4_;—4-4)—(2—;—4-2}
8 1 64 8 47 _ 59

=T 48-C 44+ -16--+8=4+— =2 =S
3 3 3 3 3 3
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4°) Una persona camina a la velocidad constante de 3 m/s y se aleja horizontalmen
linea recta desde la base de un farol de foco luminoso del que se encuentra a 10
altura. Sabiendo que la persona tiene 1'70 m, calcula:

a ) La longitud de la sombra cuando la persona se encuentra a 5 m de la base del fa

b ) La velocidad de crecimiento de la sombra a los t segundos de empezar a camina

a)
i
=
o
i
[
7
- 5m - X —=
tag a = 10 :E = M= 8% I ;;1@- 1%= 85 ;; 83x=85 ; ng):l'OZ:x
5+x X 83
La longitud de la sombra es de 1'02 metros.
b)

Siendo la velocidad de la persona de 3 m/s, al cabo de un tiempo de t segun
se encuentra a una distancia del foco de 3t metros y la longitud de la sombra X, €

instante t es:itag a :;—(t):E = 1&k= 51t ;; x = 051t.
X

Como la velocidad instantanea es la derivada del espacio con respecto al tier
sera:

v=d(f)=051m/s
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REPERTORIO B

2 2 1 2 4 1
1°) Dadas las matrices=| -1 -1 -1| y T=|-1 -3 -1/, se pide:
2 4 3 1 2 1

a ) Probar que la matriz T tiene matriz inversa y calcular dicha matriz inversa.
b ) Dada la ecuacién con matriz incégnita B, A*BT, calcular el determinante de B.

c ) Obtener los elementos de la matriz B considerada en el apartado b).

a)
Una matriz tiene inversa cuando su determinante es distinto de cero.
2 4 1
IT|=|-1 -3 -1|=-6 2 4 3 &4 4&-12+11=-1£0
1 2 1
T es inversible, como queriamos probar.
‘—3 2‘ _‘4 2‘ ‘4 -3
5 _1 1 -1 1 11 1 -1
; (1 -11 2 1 2 -1
IT|=-1;; T =4 -3 2| Adj(a")=]- - =
1 —1fT -11 11 1 -1
-1 1 _ 2 1 2 -1
-3 2 4 2 4 -3
-1 -2 -1 1 2 1
=0 1 1| = T"'=l0 -1 -1
1 0 -2 -1 0 2
b)

Teniendo en cuenta que el determinante de un producto de matrices es igu
producto de los determinantes de las matrices, también se podia hacer el ejercici
ésta forma:

2 4 1 2 2 1 1 2 1
B=T- A T'=|B=|T||A:T"|=|-1 -3 -1)-|-1 -1 -1]-[ 0 -1 -1|=
1 2 1 2 4 3] |-1 0 2



(- 62484 Np(6 442689 (-2+2-1)=

( B 32( 16 14 (- }=-1-2-(-1)=2=]B|

c)
A=T".B-T = Multiplicando por la izquierda por T y por la derecha poy T

resulta;

T-AT'=T-T" B-T-T'=1-B-1=B=T-A-T"

2 4 1 2 2 1 1 2 1
B={-1 -3 -1|-|-1 -1 -1|-|] 0 -1 -1|=
1 2 1 2 4 3 -1 0 2

4 &4 2 444 2-4+43) (1 2 1) (2 4 1)(1 2 1
- 232-234 -1+3-3|-| 0 -1 -1|=|-1 -3 -1|-| 0 -1 -1|=
222 2204 1-2+43)\-1 0 2) |2 4 2)(-1 0 2

201 440 2-4+2) (10 0
=|-+0-1-2+30 -1+3-2|=|0 1 0|=B
202 440 2-4+4) (0 0 2
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2°) Dados los puntos A(4, -4, 9), B(2, 0, 5), C(4, 2, 6), L(1, 1, 4), M(0, 2,3) y N(3, 0, ¢
se pide:

a ) Calcular la distancia d del punto C al punto medio del segmento de extremos Ay
el area S del triangulo de vértices ABC.

b ) Calcular la ecuacion implicita del plamoque pasa por los puntos A, By C y del
plano 7' que pasa por los puntos L, My N.

c ) Calcular unas ecuaciones parameétricas de la recta r interseccion de losiplanos
7' y el Anguloa que determinan los planesy n'.

a)
El punto medio del segmento de extremos A(4, -4, 9), B(2, 0, 5) es M(3, -2, 7).

La distancia d del punto C(4, 2, 6) al punto M es la siguiente:

d=MC=+( 4 )3+( 2 B+( 6 F=y 2+ 2+(- ¥ =V ¥ 16r 1=/18=3/2 u=d

Para hallar el area del triangulo ABC consideramos como base, por ejemplo
segmentoAB.

La recta r que contiene al segmem® tiene el siguiente vector director:
v=AB=B-A=(205(4-4 9=(-2 4 -4).

AB=.(- P+ 2+(- ¥ = 4 16r 16=/36=6 u= AB.
La altura del triangulo es la distancia del punto C a la rectar.

‘ACDV‘
v

siendo A(4, -4, 9) un punto cualquiera de la rectar wn vector director de la recta r.

La distancia de un punto a una recta viene dada por la fafayla) =

AC=C-A=(426-(4-4 9=(0 6 -3).

i ] k
L 0 6 -3
\ACDV\_ -2 4 -4 |- 24+ 6 +1x +12|

h=d(C, r)=

V| S eas(af Jariero



_|-12+6j+12] 6-|—2i+j+2k|_\/(

= =J(- ¥+ 2+ 2=Va+r1+4=J9=3u=h
/36 6
AB-h_6-3
SABC = 2 = 2 = 9 uz = SABC

b)
Los puntos A(4, -4, 9), B(2, 0, 5) y C(4, 2, 6) determinan los siguientes vectore:

—_—

u=AC=(0,6 -3y v=AB=(-2 4, -4).
La expresion general del plamoes la siguiente:

Xx-4 y+4 z-9

”(A' u, V)E 0 6 -3|= 0;- 2bx- 3+ 6y+ 3+ 13z- 9+1qx-4)=

-2 4 -4

- A& e by 18- 9= 05— dx- 4+ (y+ 4+ Az-9)=0

- X+ &y+ &4 2-180;, 1= 2x—y-22+6=0

Los puntos L(1, 1, 4), M(0O, 2, 3) y N(3, 0, 5) determinan los siguientes vectores
w=IM=M-L=(023(114=(-11-1)y
z=LN=N-L=(305%(1149=(2-11)

La expresion general del plamod es la siguiente:

x-1 y-1 z-4
rlew Z)s -1 1 -1]=0;;

2 -1 1

O b= by (= 3= 82 4-(x-3+(y-3=0; - (y-1-(z-4)=0

y—-1+z-4=0;;, m'= y+z-5=0

c)

La expresion de r por unas ecuaciones impll’citasae{sii‘zxé izo+ 6=0



Parametrizanda = A se tiene:

[ = 2X- y—gz+6:0:> K= = —y—22_2—6—2/] 7= —1-2] 721424
y+z-5=0 D y+z=5 £ =<7
X=A
y=52z=51-21 ;;y=4-21 = r=iy=4-2/
z=1+2A

El &nguloa que determinan los planags y n' es el mismo que forman sus vec-
tores normales, que san=(2,- 1,- 3 y n'=(0, 1, 1), respectivamente.

Aplicando el producto escalar de dos vectores:

_— —

n -F':‘ ‘ ‘—‘ cosa:cosa—‘ anl ‘ \/2+(2 i 32 (0’/7;?1“12:
0-1-2 -3 _-1__+2

- -~ g=13%
T a B 4aJorlel Jo.42 V2 2

*kkkkkkkkk



3°) Dada la funcionf(x) = Lx en el intervalo [1, €], siendo e = 2'718281 ----:

a ) Razona que hay un punto P de la grafica de y = Lx en que la recta tangente a é:
paralela a la recta que pasa por los puntos A(1, 0) y B(e, 1).

b ) Obtén el punto P considerado en el apartado a).

c ) Calcula la pendiente de la recta tangente a'y = Lx en el punto P hallado en b).

a)
Teniendo en cuenta que la funcidfx) = Lx es continua y derivable en el inter-
valo considerado y que la pendiente de la recta tangente es la del vector determil

por los puntos Ay B,v= AB=(e-1 1) = m= il
e_

Sabiendo que la pendiente a una recta en un punto es igual que el valor de la ¢
vada de la funcion en ese punto, es:

1
y=— => m=
X

X |

:ei_1 = x=e-10[1, ¢
b)

Yoy = We-1) = He-1 L(e-1)]

El valor de la pendiente es= il
e_
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4°) El coste del marco rectangular es de 12’5 euros por metro lineal de los lados ver
les y de 8 euros por metro lineal de los lados horizontales.

a ) Calcula razonadamente las dimensiones que ha de tener el marco de un cuadro
metro cuadrado de superficie para que resulte lo mas econdémico posible.

b ) Calcular ademas el coste de este marco mas econdmico posible considerado en

a)

Coste ¢ ¥= X -12% 2y -8= 25x+16y=C

Sustituyendo el valor de y:

2
Coste= C(x) = 25x + %6: w = C(x).

Para que el coste sea minimo, su derivada tiene que ser cero:

5 x— 1-(25¢* +1 5@° - 2%° - 16_ 25° —-16
CI(X) — Xz( ) - X2 = X2 = C' (X)

56 X =% 16 :iﬂ (—ﬂ carecedesentidg ;; x=
25 25 5 5

gl

C(x)= 0= 25%*-16=0 ;; x*

Las dimensionesdelcuadro  debenserd@® cmdebase porl25 cmde alto.

Justificacién de que se trata de un minimo:

50 ¢ — X (25 -16) _ 50¢ - 50¢ + 32_ 32 _

C"(x) = % =0
c:"(g):l—63>o = Minimo, cqg.j.

(2)
b)

El coste esCoste= 2%+ 16y = 25- g +16- g = 20+ 20=40 euros= Coste
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