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MATEMÁTICAS II       Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
El alumno elegirá uno de los dos repertorios que a continuación se proponen, teniéndose 
que hacer 2 de los 3 primeros ejercicios del repertorio elegido. 
Cada una de las cuatro cuestiones del repertorio elegido puntuará 2’5 puntos como má-
ximo. 
Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas. 
 
REPERTORIO A 
 

1º) Dado el sistema de ecuaciones 
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a ) Determinar razonadamente el valor de α  para el cual el sistema es compatible. 
 
b ) Para el valor obtenido de α  en el apartado a), calcular el conjunto de soluciones del 
sistema. 
 
c ) Explicar la posición relativa de los tres planos definidos por cada una de las tres 
ecuaciones del sistema, en función de los valores de α . 
 

---------- 
a ) 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son: 
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 El rango de la matriz de coeficientes es el siguiente: 
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 Para que el sistema sea compatible determinado es necesario, según el Teorema 
de Rouché-Fröbenius, que el rango de la matriz ampliada sea también dos: 
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 Para 1=α  el sistema resulta 
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. Despreciando una de las ecuacio-

nes (segunda) y parametrizando una de las incógnitas (z), resulta: 
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c ) 
 Para 1=α  el sistema es compatible indeterminado, lo que significa que los tres 
planos tienen puntos en común. Como el rango de ambas matrices es dos y el número de 
incógnitas es tres, el grado de libertad es uno, lo cual significa que los tres planos tienen 
una recta en común sin coincidir ninguno de los planos. 
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 Para 1≠α  el sistema es incompatible, lo que significa que los tres planos no tie-
nen puntos en común. Se trata de tres planos que se cortan dos a dos determinando tres 
rectas paralelas, como se indica en el gráfico siguiente. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

********** 
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2º) En el espacio se consideran la recta r intersección de los planos de ecuaciones implí-
citas 2225 21 =−+≡=−+≡ zyxyzyx ππ  y la recta s que pasa por los puntos 

( )5,10,3A  y ( )6,12,5B , se pide: 
 
a ) Calcular las ecuaciones paramétricas de las rectas r y s. 
 
b ) Calcular el punto H intersección de las rectas r y s y el ángulo que forman r y s. 
 
c ) Calcular los puntos M y N de la recta r para los cuales el área de cada uno de los 
triángulos de vértices ABM y ABN es de 3 unidades de área. 
 

---------- 
a ) 
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 Un vector director de s es ( ) ( ) ( )1,2,25,10,36,12,5 =−=−== ABABv . 
 

 La expresión de s por unas ecuaciones paramétricas es: 
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b ) 

 Un punto genérico de cada una de las rectas son: ( )
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 El punto de intersección es tal que ⇒
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 El ángulo que forman las rectas r y s es el mismo que forman sus vectores direc-
tores. Un vector director de s es ( )1,2,2=u . 
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c )  
 Considerando como base de los triángulos el segmento AB y sabiendo que el área 
de los triángulos es 3, las alturas de los triángulos serían: 
 

 ABuvAB ===++== 39122 222 . 
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 Los puntos M y N de la recta r son los que distan dos unidades de la recta s. Los 
puntos M y N, por pertenecer a r, tienen por coordenadas ( )λλ ,8,3+−P . 

        La distancia de un punto a una recta viene dada por la fórmula ( )
u

uAP
sPd

∧
=, , 

siendo A(3, 10, 5) un punto cualquiera de la recta s y u  un vector director de la recta s. 
 
 ( ) ( ) ( )5,2,65,10,3,8,3 −−−=−+−=−= λλλλAPAP . 
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3º) a ) Dibuja razonadamente la gráfica de la función ( ) 42 −= xxg , cuando 41 ≤≤− x . 
 
b ) Obtén razonadamente los valores máximo y mínimo absolutos de la siguiente fun-
ción ( ) 42 −= xxf  en el intervalo [-1, 4]. 

 
c ) Calcula el área plana limitada por la función f(x) y las rectas x = -1, x = 4 e y = 0. 
 

---------- 
a ) 
 La función g(x) es polinómica por lo cual su dominio es R. Se trata de una pará-
bola simétrica con respecto al eje de ordenadas por ser ( ) ( )xgxg −= . 
 
 Los cortes con los ejes son los siguientes: 
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 La función g(x) es convexa ( )∪  y su punto mínimo es el siguiente: 
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 Teniendo en cuenta que ( ) ( ) 12431 =−=− gyg , la representación gráfica de la 
función g(x) es la indicada en la siguiente figura. 
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b ) 
 Con objeto de facilitar la representación, la función ( ) 42 −= xxf  se puede rede-

finir de la forma ( ) ( ) ( )

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 El dominio de f(x) es [ ]4,1−  y, teniendo en cuenta que ( ) 12444 2 =−=f , el 

recorrido es [ )12,0 . 
 
 Como quiera que la función ( ) Rxxf ∈∀≥ ,0 , los mínimos absolutos son los pun-

tos de la función que pertenecen al eje de abscisas: ( )
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 El máximo absoluto de la función se produce para x = 4 y es Q(4, 12). 
 
 Existe un máximo relativo para x = 0, por ser:  
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 La función tiene un máximo o un mínimo relativo en el intervalo 22 ≤≤− x . 
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 La representación gráfica de la función es la de la figura siguiente: 
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c ) 
 Teniendo en cuenta lo anterior y de la observación de la figura se deduce que la 
superficie pedida es la siguiente: 
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4º) Una persona camina a la velocidad constante de 3 m/s y se aleja horizontalmente en 
línea recta desde la base de un farol de foco luminoso del que se encuentra a 10 m de 
altura. Sabiendo que la persona tiene 1’70 m, calcula: 
 
a ) La longitud de la sombra cuando la persona se encuentra a 5 m de la base del farol. 
 
b ) La velocidad de crecimiento de la sombra a los t segundos de empezar a caminar. 
 

---------- 
a ) 

 

xxxxxxx
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La longitud de la sombra es de 1’02 metros. 

 
b )  
 Siendo la velocidad de la persona de 3 m/s, al cabo de un tiempo de t segundos, 
se encuentra a una distancia del foco de 3t metros y la longitud de la sombra x, en el 

instante t es:  txtx
xt

tag 51'0;;1'510
7'1

3

10 ==⇒==α . 

 
 Como la velocidad instantánea es la derivada del espacio con respecto al tiempo, 
será: 
 

( ) smtdv /51'0' ==  
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REPERTORIO B 
 

1º) Dadas las matrices 
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a ) Probar que la matriz T tiene matriz inversa y calcular dicha matriz inversa. 
 
b ) Dada la ecuación con matriz incógnita B, A = T-1BT, calcular el determinante de B. 
 
c ) Obtener los elementos de la matriz B considerada en el apartado b). 
 

---------- 
a ) 
 
 Una matriz tiene inversa cuando su determinante es distinto de cero. 
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b ) 
 
 Teniendo en cuenta que el determinante de un producto de matrices es igual al 
producto de los determinantes de las matrices, también se podía hacer el ejercicio de 
ésta forma: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) B==−−=−−−=

=−+−+++−−−+++−−−=

21·2·11·1416·1211

122·682446·443426
 

 
c ) 
 ⇒= − TBTA ··1  Multiplicando por la izquierda por T y por la derecha por T-1, 
resulta: 
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2º) Dados los puntos A(4, -4, 9), B(2, 0, 5), C(4, 2, 6), L(1, 1, 4), M(0, 2, 3) y N(3, 0, 5), 
se pide: 
 
a ) Calcular la distancia d del punto C al punto medio del segmento de extremos A y B y 
el área S del triángulo de vértices ABC. 
 
b ) Calcular la ecuación implícita del plano π  que pasa por los puntos A, B y C y del 
plano 'π  que pasa por los puntos L, M y N. 
 
c ) Calcular unas ecuaciones paramétricas de la recta r intersección de los planos yπ  

'π  y el ángulo α  que determinan los planos 'ππ y . 
 

---------- 
a )  
 
 El punto medio del segmento de extremos A(4, -4, 9), B(2, 0, 5) es M(3, -2, 7). 
 
 La distancia d del punto C(4, 2, 6) al punto M es la siguiente: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) duMCd ===++=−++=−+++−== 23181161141762234 222222  

 
 Para hallar el área del triángulo ABC consideramos como base, por ejemplo, el 
segmento AB.  
 
 La recta r que contiene al segmento AB tiene el siguiente vector director: 

( ) ( ) ( )4,4,29,4,45,0,2 −−=−−=−== ABABv . 
 

 ( ) ( ) ABuAB ===++=−++−= 63616164442 222 . 
 
 La altura del triángulo es la distancia del punto C a la recta r. 
 

        La distancia de un punto a una recta viene dada por la fórmula ( )
v

vAC
rCd

∧
=, , 

siendo A(4, -4, 9) un punto cualquiera de la recta r y v  un vector director de la recta r. 
 
 ( ) ( ) ( )3,6,09,4,46,2,4 −=−−=−= ACAC . 
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( ) ( )

=
++

+++−
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b )  
 Los puntos A(4, -4, 9), B(2, 0, 5) y C(4, 2, 6) determinan los siguientes vectores: 
 
  ( )3,6,0 −== ACu  y  ( )4,4,2 −−== ABv . 
 
 La expresión general del plano π  es la siguiente: 
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−
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vuA

π
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 Los puntos L(1, 1, 4), M(0, 2, 3) y N(3, 0, 5) determinan los siguientes vectores: 
 

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )1,1,24,1,15,0,3

1,1,14,1,13,2,0

−=−=−==

−−=−=−==

LNLNz

yLMLMw
 

 
 La expresión general del plano 'π  es la siguiente: 
 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

05';;041

;;041;;011424121

;;0

112

111

411

,;'

=−+≡=−+−

=−−−−=−+−−−−−+−−−

=
−

−−
−−−

≡

zyzy

zyyxzzyx

zyx

zwL

π

π

 

 
 
c )  

 La expresión de r por unas ecuaciones implícitas es 




=−+
=+−−≡

05
0622

zy
zyx

r . 
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 Parametrizando λ=x  se tiene: 
 








+=
−=

=
≡⇒−=−−=−=

+=−−=−⇒




=+
−−=−−

⇒=⇒




=−+
=+−−≡

λ
λ

λ
λλ

λλλλ

21
2424;;2155

21;;21
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0622

z
y
x

ryzy

zz
zy
zy

x
zy

zyx
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 El ángulo α  que determinan los planos 'ππ y  es el mismo que forman sus vec-

tores normales, que son ( ) ( )1,1,0'2,1,2 =−−= nyn , respectivamente. 
 
 Aplicando el producto escalar de dos vectores: 
 

( ) ( )
( ) ( )

º135
2

2

2

1

2·9

3

110·414

210

110·212

1,1,0·2,1,2

'·

'·
coscos·'·'·

222222

=⇒−=−=−=
++++

−−=

=
++−+−+

−−==⇒=

α

αα
nn

nn
nnnn
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3º) Dada la función ( ) xLxf =  en el intervalo [1, e], siendo e = 2’718281 ····: 
 
a ) Razona que hay un punto P de la gráfica de y = Lx en que la recta tangente a ésta es 
paralela a la recta que pasa por los puntos A(1, 0) y B(e, 1). 
 
b ) Obtén el punto P considerado en el apartado a). 
 
c ) Calcula la pendiente de la recta tangente a y = Lx en el punto P hallado en b). 
 

---------- 
a ) 
 Teniendo en cuenta que la función ( ) xLxf =  es continua y derivable en el inter-
valo considerado y que la pendiente de la recta tangente es la del vector determinado 

por los puntos A y B, ( )
1

1
1,1

−
=⇒−==

e
meABv . 

 
 Sabiendo que la pendiente a una recta en un punto es igual que el valor de la deri-
vada de la función en ese punto, es: 
 

[ ]eex
ex

m
x

y ,11
1

111 ∈−=⇒
−

==⇒=  

b ) 
 

( ) ( ) ( )[ ]1,111 −−⇒−=− eLePeLye  

 
c ) 

 El valor de la pendiente es 
1

1

−
=

e
m . 
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4º) El coste del marco rectangular es de 12’5 euros por metro lineal de los lados vertica-
les y de 8 euros por metro lineal de los lados horizontales. 
 
a ) Calcula razonadamente las dimensiones que ha de tener el marco de un cuadro de un 
metro cuadrado de superficie para que resulte lo más económico posible. 
 
b ) Calcular además el coste de este marco más económico posible considerado en a). 
 

---------- 
a ) 

 
x

yyxS
1

;;1· ===  

     
( ) CyxyxxCCoste =+=+== 16258·25'12·2  

 
 Sustituyendo el valor de y: 

 

( ) ( )xC
x

x

x
xxCCoste =+=+== 162516

25
2

. 

 
 Para que el coste sea mínimo, su derivada tiene que ser cero: 
 

( ) ( )

( )
5

4
;;)

5

4
(

5

4

25

16
;;

25

16
;;016250'

'
16251625501625·1·50

)('

22

2

2

2

22

2

2

=−±=±===−⇒=

=−=−−=+−=

xsentidodecarecexxxxC

xC
x

x

x

xx

x

xxx
xC

 

 
.12580dim altodecmporbasedecmdeserdebencuadrodelensionesLas  

 
 Justificación de que se trata de un mínimo: 
 

( ) ( )

( ) ( ) ...,0
16

''

''
323250501625·2·50

)(''

3

5
45

4

33

22

4

22

jqcMínimoC

xC
xx

xx

x

xxxx
xC

⇒>=

==+−=−−=

 

 
b ) 

 El coste es: CosteeurosyxCoste ==+=+=+= 402020
4

5
·16

5

4
·251625  
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