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MATEMÁTICAS II       Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
 
Se elegirán TRES bloque y se hará un problema de cada uno de ellos. 
Cada estudiante podrá disponer de una calculadora científica o gráfica. Se prohíbe su 
utilización indebida (guardar fórmulas o texto en memoria). Se utilice o no la calculado-
ra, los resultados analíticos y gráficos deberán estar debidamente justificados. 
 
BLOQUE 1.- ÁLGEBRA LINEAL. 
 

1º) Dadas las matrices ( ) ( ) :
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a ) Calcular el determinante de la matriz 3B(x) y obtener el valor de x para el que dicho 
determinante vale 162. 
 
b ) Demostrar que la matriz C(y) no tiene inversa para ningún valor real de y. 
 

---------- 
 
a )  
 

( )

( ) ( ){ }

( ) ( ) 1;;162162·3162·162

082121643··162124121666

124

132

141

··162

124

133

142

124

132

14

·162

1244

1332

142

·6·27

6244

6332

642

·33 3

==⇒===

=+−−−++=
















−−−+++=

=
















+=
+
+

+
=

+
+

+
=

xxxBxx

xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xB

 

 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 
b ) 
 
 Para que una matriz no tenga inversa es necesario que su determinante sea nulo. 
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(Nótese que el segundo de los determinantes anteriores es cero por ser la última colum-
na igual a la suma de las dos primeras) 
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2º) Dado el sistema de ecuaciones lineales 
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a ) Probar que es siempre compatible, obteniendo los valores de α  para los que es inde-
terminado. 
 
b ) Resolver el sistema anterior para 7=α . 
 

---------- 
a ) 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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 De la observación de la matriz ampliada se deduce que, independientemente del 
valor de α , el sistema es compatible por tener esta matriz iguales las dos últimas co-
lumnas, por lo cual: 
 

., probarqueteníamoscomoRcompatibleessistemaEl ∈∀α  

 
 El rango de las dos matrices en función de α  es: 
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b ) 

Para 7=α  es 
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la variable z, resulta: 
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BLOQUE 2.- GEOMETRÍA. 
 

1º) Dadas las rectas 
4
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tan, se pide: 
 
a ) El punto P de corte de las rectas r y s. 
 
b ) Un vector direccional de r y otro de s, el ángulo α  que forman las rectas r y s en el 
punto de corte P. 
 
c ) La ecuación implícita o general del plano π  que contiene a las rectas r y s. 
 

---------- 
a ) 
 
 El ejercicio da por cierto que las rectas se cortan, por lo cual no se demuestra tal 
hecho. El punto de corte es aquél en el que se igualan cada una de las incógnitas: 
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b ) 
 
 Para determinar unos vectores directores de las rectas r y s las expresamos por 
ecuaciones paramétricas: 
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 El ángulo que forman las rectas es el mismo que forman sus vectores directores, y 
utilizando el producto escalar de dos vectores: 
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c ) 
 
 El plano π  puede determinarse por los vectores directores de las rectas y un pun-
to de una de las rectas, por ejemplo el punto ( )3,1,2 −P , que perteneciente a las: 
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2º) Dados el punto P(3, -1, 4) y la recta 
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a ) Hallar la distancia del punto P a la recta r. 
 
b ) Justificar que la recta s que pasa por P y tiene a ( )1,1,1 −=v  como vector direccio-
nal no corta a r. 
 
c ) Calcular la distancia entre las rectas r y s. 
 

---------- 
a ) 

La distancia de un punto a una recta se obtiene de la fórmula: ( )
v

vQP
rPd

r∧
=, , 

siendo Q(-2, 0, 1) un punto de r y ( )4,2,3 −=rv  un vector director de la recta r. 
 

( ) ( ) ( ) QPQPQP =−=−−−=−= 3,1,51,0,24,1,3 . 
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 Este apartado puede resolverse de una 
forma más larga pero también más comprensi-
ble, que es como se hace a continuación y que 
se ilustra con la figura adjunta. 
 
 El plano α  perpendicular a la recta r y 
que pasa por el punto P(3, -1, 4) pertenece al 
haz de planos π  cuyo vector normal es el vec-
tor director de la recta, o sea: ( )4,2,3 −=n  y 

0423 =++−≡ Dzyxπ . 
 
 Para determinar el valor de D tenemos 
en cuenta que α∈P : 
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 El plano buscado es 027423 =−+−≡ zyxα . 
 
 El punto A de corte de la recta r con el plan α  es el siguiente. 
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 La distancia pedida es el módulo del vector AP: 
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b )  
 La recta s que pasa por P(3, -1, 4) y tiene como vector director a ( )1,1,1 −=sv  

tiene por ecuaciones paramétricas: 
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 Tenemos que justificar que las rectas 
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 Para que las rectas r y s no se corten es necesario que el conjunto de los vectores 
directores de las rectas y un vector w  que tenga por origen un punto de una de las rec-
tas y por extremo otro punto de la otra recta, no sean coplanarios. 
 
 Un punto de s es P(3, -1, 4) y un punto de r es Q(3, 0, 4), por lo que el vector w  

es el siguiente: ( ) ( ) ( )0,1,04,1,34,0,3 =−−=−== PQPQw . 
 

El conjunto de vectores es { }wvv sr ,, , cuyo rango tiene que ser tres: 
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Las rectas r y s no se cortan, como queríamos justificar. 

 
 
c )  

 
Tenemos que calcular la distancia entre las rectas r y s.  

 
Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor distancia 

entre ambas. 
 

Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes: 
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 ( ) ( ) ( )3,1,51,0,24,1,3 −=−−−=−== ABABw . 
  
 Para una mejor comprensión, hacemos un esquema de la situación. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Para calcular la distancia entre las rectas vamos a determinar un paralelepípedo 
cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas y otro vector que tiene como 
origen un punto A de la recta r y como final otro punto B de la recta s, tal como se ob-
serva en la figura.  
 
 El volumen del paralelepípedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra 
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del área de la base por 
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas rectas. 
 
 
 Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma: 
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BLOQUE 3.- ANÁLISIS. 
 
1º) Se consideran las funciones ( ) 59812 23 −+−= xxxxf  y ( ) 276 2 +−= xxxg , se pide: 

a ) Determinar las ecuaciones de las asíntotas de la gráfica de la función 
( )
( )xg

xf
. 

b ) Calcular la función ( ) ( )
( ) dx
xg

xf
xH ·∫=  que cumple que H(1) = 1. 

---------- 
a )  

La función ( ) ( )
( ) 276
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2
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−+−==

xx

xxx

xg

xf
xh  no tiene asíntotas horizontales, por 
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x

lím
xh

x

lím
. 

 
 Las asíntotas verticales son los valores finitos de x que anulan el denominador: 
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 Por tener la función racional h(x) un grado mayor el numerador, la función puede 
tener asíntota oblicua de la forma y = mx + n, siendo los posibles valores de m y n los 
siguientes: 
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La recta y = 2x +1 es asíntota oblicua de la función dada. 

 
b ) 

( ) ( )
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(Realizando la división de los polinomios) 
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 Teniendo en cuenta que H(1) = 1, sería: 
 

( ) 1;;102;;112;;12761111 −==++=++=++−++⇒= CCCLCLH  

 
( ) 1276 22 −+−++= xxLxxxH  
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2º) Se considera la función ( ) cbxaxxxf +++= 23 , donde a, b y c son parámetros 
reales. 
 
a ) Averigua los valores de a y b para los que las rectas tangentes a la gráfica de f(x) en 
los puntos de abscisas x = 2 y x = 4 son paralelas al eje OX. 
 
b ) Con los valores de a y b hallados anteriormente, obtener el valor de c para que se 
cumple que el punto de inflexión de la gráfica de f(x) está en el eje OX. 
 

---------- 
a ) 
 Las rectas paralelas al eje OX tienen de pendiente cero. 
 
 La pendiente a una función en un punto es igual que el valor de la derivada de la 
función en ese punto: 
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 Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2) se obtienen los valo-
res de a y b: 
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b ) 
 La función resultante con los valores obtenidos es ( ) cxxxxf ++−= 249 23 . 
 
 Para que exista un punto de inflexión es necesario que la segunda derivada sea 
cero: 
 

( ) ( ) 3;;03;;01860186'';;24183' 2 ==−=−⇒=−=+−= xxxxxfxxxf . 
 
 Como el punto de inflexión tiene que estar sobre el eje OX tiene que ser f(3) = 0: 
 

( ) 18018;;0728127;;03·243·933 23 −=⇒=+=++−=++−= ccccf  
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BLOQUE 4.- RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS. 
 

1º) Unos altos hornos producen al día x toneladas de acero de baja calidad y 
x

x

−
−

10

540
 

toneladas de acero de alta calidad, siendo 8 toneladas la producción máxima diaria de 
acero de baja calidad. Si el precio de una tonelada de acero de baja calidad es de 100 
euros y el precio de una tonelada de acero de alta calidad es 250 euros, demostrar que se 
deben producir 5 toneladas por día de acero de baja calidad para que el valor de la venta 
de la producción diaria sea máximo. 
 

---------- 
 

 El valor de la venta diaria es: 
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 Por ser 8 toneladas la producción máxima de acero de baja calidad, tiene que ser: 
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 Para que el valor de la venta diaria sea máximo, su derivada tiene que ser cero: 
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En efecto, para una producción diaria de 5 toneladas de acero de baja calidad se 

produce un máximo beneficio, como se nos pedía demostrar. 
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2º) Halla las dimensiones del cartel de área máxima con forma de rectángulo que tiene 
dos vértices sujetos a una estructura rígida parabólica de ecuación 212 xy −= , y los 
otros vértices están situados sobre el eje OX. 
 

---------- 
 
 La parábola 212 xy −= , que es cóncava ( )∩  y par, por lo que es simétrica con 
respecto al eje OY, tiene su vértice en el punto V(0, 12) y corta al eje OX en los si-
guientes puntos: 
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 La representación gráfica de la situación es, aproximadamente, la que se indica en 
la figura adjunta. 

 
 Los puntos de la parábola tiene la 
expresión ( )212, xxP − . 
 
 Teniendo en cuenta que b = 2x y el 
valor de h es h = 12 – x2, el valor de la su-
perficie en función de x es la siguiente: 
 

( ) 32 22412·2· xxxxhbS −=−==  . 
 
 El valor de la superficie será máximo 
cuando su derivada sea cero: 
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 Como quiera que el valor negativo carece de sentido, las dimensiones del rectán-
gulo de área máxima son: b = 2x = 4;  h = 12 – 22 = 8. 
 

El cartel de área máxima tiene 4 unidades de base y 8 de altura. 
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