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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Se elegira solamente UNA de los dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tre
problemas de la opcién. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean grafi
0 programables, y que no puedan realizar calculo simbdlico ni almacenar texto o for
mulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos, numéricc
y graficos deberian estar siempre debidamente justificados.

OPCION A
1°) Se dan las matricels= (% _23) yB = (% _32) Obtenerazonadamente, es-
cribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado

a) La matriz inversa de la matriz A.
b) Las matrices X e Y de orden22 talesqu&-A=BYyA-Y =B.

¢) Justificar razonadamentgue si M es una matriz cuadrada tal ¢ffe= I, donde |
es la matriz identidad del mismo orden que M, entonces se verifiddgaeM” .

a)

Se obtiene la inversa de A por el método de Gauss-Jordan:

an=0 Flo D=®-r-2m=( F15 9)-
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Una forma de justificacion:

M3=M2.-M=I1-M=M g
M7:(M2)3.M:I3.M:I.M:M}ﬁu’c'q'J'

Otra forma:

M7 =M3-M3-M=(M-M¥)2-M=(M-0)>-M=M?-M=M3cq,j
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2°) Obtenerazonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado
a) La ecuacién del planm que pasa por el punf(2,0,—1) y es perpendicular a la

_(x+2y=0
rect = .
ectar {Z — 0
b) Las coordenadas del punto Q situado en la interseccién de la recta r y dal. plano

¢) La distancia del punto P a la recta jystificar razonadamentgque la distancia del
. . 3v5
punto P a un punto cualquiera de la recta r es mayor o |gua£que

a)
x =-21
La expresion de r por unas ecuaciones parameétricas €y = A
z=0

Un vector director de r @§ = (2,—1,0).

El planom, por ser perpendicular a r, tiene como vector normal a cualquiera que
sea linealmente dependiente del vector director de la reetd2, —1, 0).

La expresion general dees de la formar = 2x —y + D = 0.

Como el planar contiene al punt® (2,0, —1) tiene que satisfacer su ecuacion:

n=2x—y+D=0

P(Z,_ljo)}:z-Z—(—1)+D=o; 4+1+D=0=D=-5.

mn=2x—y—5=0.

b)
El punto Q situado en la interseccion de la recta r y del piatiene por com-
ponentes la solucién del sistema que forman la recta y el plano:

T=2x—y—5=0

x = —2A
2-(=20)—-A1—-5=0; -41—-21-5=0;
r=jy=21 =2-(=24) >=0; ’
z=20

5A+5=0=1=-5 = (Q(10,-5,0).

c)

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta g
el area del paralelogramo que forman dos vectores es el moédulo de su producto vec
rial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.



Un punto y un vector de r san(0,0,0) y v, = (2,—1,0).

OP =[P-0]=(20,-1).

Para una mejor comprension del proceso se hace un dibujo de la situacion.

=|v_r’_/)\0P|} = |, AOP| |v7|-h =
S=|v.|-h

= h=d(p,r) = TP

vl

Aplicando la formula al punto P y a la recta r:

i j k
d(P,r) = [v;nOP| ; _01 _01 _li+2k+2j| _ li+2j+2k| _ V12422422
o7l J22+(-D%+02  V4+i+0 V5 N5
Vita+s A9 3 3v/5
= NG =\/—§=\/—§_Tu—d(PT') r
La recta r, por ser perpendicular al d __LeQ

planom, es perpendicular a todos los segmen~” Pe——~""" |
tos situados en el plamg por lo cual, la dis-
tancia de P a r es la menor posible; cualquier
otro punto de r que no sea Q, estd a mayor dis-
tancia del punto P, lo cual demuestra lo pe-
dido.
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3°) Obtenerazonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado

a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion real f definido por la
expresionf (x) = (x — 1)(x — 3), siendo x un namero real.

b) El area del recinto limitado entre las curvas=s (x —1)(x—3) e y =
—(x—1(x—=3).

c¢) El valor positivoa para el cual el &rea limitada entre la cyrnva a(x — 1)(x — 3),
el eje Y y el segmento que une los pur@¢8,0) y P(1,0) es 4/3.

a)

La expresion de la funcién en forma polindmicaf€s) = x? — 4x + 3.

Una funcion es creciente o decreciente en un punto cuando su primera derivac
es positiva 0 negativa en ese punto, respectivamente.

f'(x) =2x —4. ffx)=0=22x—-4=0; x—2=0=>x=2.

Como quiera qug¢(x) es una parabola convefa), parax = 2 tiene su punto
minimo absoluto y los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

Decrecimiento: f'(x) < 0 = x € (—x,2).

Crecimiento: f'(x) > 0 = x € (2, +).

b)

La paradbolay = (x —1)(x —3) ey = —(x — 1)(x — 3) puede expresarse de
las formas siguienteg: = f(x) = x> —4x + 3 ey = g(x) = —x? + 4x — 3, respec-
tivamente.

Los puntos de interseccion de las parabolas son las soluciones de la ecuacion g
resulta de la igualacidon de sus expresiones:

x?—4x+3=—x?4+4x—-3;2x*—-8x+6=0; x> —4x+3=0;

x; =1- A(1,0)
x, =3 - B(3,0)°

Xy = 4+V16-12  4+V4 442
N o2 2

2

=2¢1=>{

El vértice de la parabola conveia) — f(x) = x? — 4x + 3 es el siguiente:
f'x)=2x—4=0->x=2 = C(2,—-1).

El vértice de la parabola concaa) — g(x) = —x? + 4x — 3 es el siguiente:



gx)=—-2x+4=0-x=2 =D(2,1).

/f(x)=x2-4x+3

La representacion grafica de la situacion se expresa en la figura adjunta.

Por ser las ordenadas de la paralygle) = —x2 + 4x — 3 iguales o mayores
que las correspondientes ordenadas de la parApola= x? — 4x + 3 en el intervalo
del &rea a calcular y de la observacion de la figura se deduce que:

S = ff[(—x2 +4x —3) — (x? — 4x + 3)]dx = ff(—2x2 +8x—6) -dx =

3 2 3 3 3
[—2i+8i—6x] =[—2i+4x2—6x] =
3 2 1 3 1

u®=3S.

(—%+36—18)—(—§+4—6)=—18+18+§+2:

w | o

c)
La curvay = a(x —1)(x — 3) cona > 0 es una parabola convexa) que
corta al eje X en los punteg1,0) y B(3,0).

La curva se puede expresar de la fopmaax? — 4ax + 3.

De la observacion de la figura se deduce que:

1, .2 1,
J, Cax —4ax+3)-dx =z;

+3x]1=4;(§—2a+3)—0= ;

0 3

[ax3 4ax?
3 2

a—6a+9=4;, 5=5a = a=1.
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OPCION B

1-a)x+Ra+1)y+QRa+2)z=a
1°) Se da el sistema de ecuaci +ay =2a+?2 , donde
2x+(a+1Dy+(a—1)z=a*—-2a+9
a es un parametro real. Obtem@zonadamente, escribiendo todos los pasos del razo-
namiento utilizado

a) Todas las soluciones del sistema cuanéol.

b) La justificacion razonadde si el sistema es compatible o incompatible para el valor
dea = 2.

c) Los valores de para los que el sistema es compatible determinado.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
l1—a 2a+1 2a+2 l1—-a 2a+1 2a+2 a
M= a a 0 yM =| a a 0 2a+2 |
2 a+1 a-1 2 a+1 a-1a"-2a+9
El rango de M en funcion del parametres:

1—-a 2a+1 2a+2
a a 0
2 a+1 a—1

Rang M =

=—a(a—1)?+2a(a+1)?-4a(a+1)—ala—1)2a+1) =
=—a(a®—-2a+1)+2a(a*+2a+1)—4a*—4a—aRa’*+a—2a—-1) =
=—-a*+2a*—-a+2a*+4a*+2a—-4a*—-4a—-2a*+a*+a=
=—a3+3a’—-2a=-a(@*—-3a+2)=0=>a,=0; a*>—3a+2=0;

a_3i\/9—8_3iﬁ_3i1
==—=="=

=>a2=1,a3=2.

a+0
Para {a * 1}=>RangM = Rang M' = 3 =n%incoég.= S.C.D.
a+2

0 3 4 1
ParaazlesM’=<1 1 0 4>=>{F3 = 2F,} = Rang M' = 2.
2 2 0 8



Paraa =1= Rang M = Rang M' = 2 < n®incég.= S.C.I.

| Sy+dz=1 3x + 4z =1
El sistemaresultgx +y =4 |, equivalente a Y4y = 4}.
2x +2y =8 Y

Haciendoy =A=x=4—1; 31+4z=1; 4z=1-31=>z=;—-1

Solucion:x =4 -y =471,z =%—%/1,V/1 € R.

b)
-1 5 6 2
Paraa=2esM'=( 2 2 0 6|=>RangM =2={C,C,,C,}>
2 3 1 9

=—-18+124+60—-8+18—-90=—-26 # 0= Rang M' = 3.

Paraa =2 = Rang M = 2,Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

c)

Como se ha demostrado en el apartado

El sistema es compatible determinado Va € R — {0, 1, 2}.
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x—y+3=0 S={3y+1=0
o 2x—z+2=0"" W-2z-3=0
mente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado

2°) Sean las rectasz{ Obtenerrazonada-

a) El plano paralelo a la recta s que contiene a la rectarr.

b) La recta t que pasa por el puit@, 0,0), sabiendo que un vector director de t es
perpendicular a un vector director de r y también es perpendicular a un vector directc
de s.

c¢) Averiguar razonadamentg existe o no un plano perpendicular a s que contenga a
la rectar.

a)
Para determinar un punto y un vector de r la expresamos por unas ecuacion
paramétricas:

X—y+3=0 x=4
rE{ Yo=Y s x=4y=344z=2421 > r={y=3+1.
2x—z+2=0 SO

Un punto y un vector director de r sB(0,3,2) y v, = (1,1, 2).

El vector director de una recta determinada por dos planos es linealmente depe
diente del producto vectorial de los vectores normales de los planos.

—(3y+1=0 A, ) . ~
S_{x—22—3=0=>n1_(0'3'0)1712—(1,0, 2).
B L
vi=l0 3 0|=-6i=3k=>%=(201

1 0 -2

La ecuacion general del plangedido es la siguiente:

x y—3 z-—2
n(P; v, v) =1 1 2 |=0;
2 0 1

x+4(y—3)—2(z—-2)—-(y—3)=0; x+3(y—3)—2(z—-2)=0;

x+3y—9-2z24+44=0 = n=x+4+3y—2z—-5=0.

b)

El vector director de la recta t, por ser perpendicular a un vector director de r \
también es perpendicular a un vector director de s, es linealmente dependiente del pt
ducto vectorial de estos dos vectores:



., i j k
vi=11 1 2|=i+2j—-2k—j=i+j—-2k=v,=(1,1,-2).
2 0 1

c)
El haz planos perpendiculares a s tienen como vector normal al vector directo
de la recta; su expresion general es de la f@ma2x +z+ D = 0.

Si contiene a la recta r debe contener a todos sus puntos, para lo cual, basta c
contenga a dos de ellos. Dos puntos de P£0n3,2) y Q(1,4,4).

El planoa € B que contiene a P es:

,852x+z+D=0} _ | _ .
P(0,3,2) >0+2+D=0->D=-2=>a=2x+z—-2=0.
El planoa contiene a la recta r si contiene al punto Q:

a=2x+z—2=0

Q(144)}=>2-1+4—2¢0=>Q€a.

No existe ningun plano perpendicular a s que contenga ar.
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3°) Un pueblo esta situado en el puA{®, 4) de un sistema de referencia cartesiano.

2
El tramo de un rio situado en el término municipal del pueblo describe Iagzc*.:rr‘f;a,

siendo—6 < x < 6. Obtenerazonadamente, escribiendo todos los pasos del razona-
miento utilizado

a) La distancia entre el punR{x, y) del rio y el pueblo en funcion de la abscisa x del
punto P.

b) El punto o puntos del tramo del rio situados a distancia minima del pueblo.

c¢) El punto o puntos del tramo del rio situados a distancia maxima del pueblo.

a) L Q AY 2 Q
La distancia pedida es= AP. \\ 8 y = i /,

d=\/(x—0)2+(x72—4)2= \ /

A0, 4
y o 4
=\/x2 -|-)1C—Z—2x2+16= \\ 2 P(X1 V)
| X
_ x*—-16x2+4256 _ Vx%—-16x24256 -0 @) 6
16 4 '

d(x) = ;Vx* — 16x2 + 256.

b), c)
Para gue la distancia sea minima es necesario que se anule su primera derive
y que sea positiva la segunda derivada para los valores que anulan la primera.

1 4x3-32x x3-8x
d'(x)==- = )
4 2+/x%—16x2+256 2-Vx%*—16x2+256
dx)=0=> X8 =0; x3—-8x=0; x(x2-8)=0>x,=0
- 2Vx*—16x24256 - - 1=

x2-8=0; x=+V8=x, = +2V2,x3 = —2V2.

1

3_
(3x2—-8)Vx?—16x2+256—(x3—8x) — i 32X
d//(x) — E . 2

Vx%-16x24256 __

x%*—16x2+256

2 3
2 gy —16x2 1250 2x(x%-8)(x>-8x)
X —8) VXt 16X 4256 e s 1 (3x2—8)-(x*—16x2+256)—2x(x28) (x3~8x)

2 x*—16x2+256 2 (x*-16x2+256)-Vx*—16x2+256




1 (-8)-256-0

d”(0) = T 2 256256

< 0 = Maximo relativo para x = 0.

" 1 16192-0 . . B
d"(V8) = > "Tea73s; > 0 = Minimo relativo para x = 2V/2.

Por ser la curva par, simétrica con respecto al eje de ordenadas, también tiene
minimo relativo para = —2+/2.

Observaciones

12.- Debe observarse que el maximo relativo no es la maxima distancia del rio
pueblo en el tramo urbano; la maxima distancia del rio al pueblo se produce en Ic

puntos Qy Q’.

22.- Los minimos relativos si son minimos absolutos teniendo en cuenta la indol
de la curva, que es una parabola y la maxima distancia seria infinito de no estar acota
a valores de < 6.

P(x,y) = {y 2\/—} > P(2V22).  Qy) = {; - 8} > 0(6,9).

Por simetriaP’(—2v2,2) y Q'(—6,9).
La distancia maxima relativa d§0) = %\/256 = 4 unidades.

La distancia maxima absoluta es:

d=4Q =+/(6—0)2+ (9 —4)? =v36 + 25 = V61 = 7,81 unidades.

La distancia minima es:

2 ~ 3,46 unidades.

\F

d(2v2) = ;64 — 128 + 256 =

Los puntos de minima distancia son P(Z\/z 2) y P’(—Z\/Z 2).

Los puntos de maxima distancia son Q(6,9) y Q'(—6,9).
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