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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno elegira solo tres problemas entre los seis propuestos. Se permite el uso
calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan reali.
calculo simbdlico ni almacenar texto o férmulas en memoria. Se utilice o no calcula-
dora, los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre debid
mente justificados.

x+y+az=1
1°) Dado el sistema de ecuacion%s:—l— ay +z =1 , siendoa un parametro real,
ax+y+z=-2
obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El estudio del sistema en funcion del parametro

b) Las soluciones del sistema cuamde —2.

¢) Las soluciones del sistema cualde 0.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
1 1 a 1 1 a 1
M=(1 a 1|]yM'=(1 a 1 1 |
a 1 1 a 1 1 -2
El rango de la matriz de coeficientes en funcion del paramedsoel siguiente:
1 1 a
IM|={1 a 1|l=a+a+a—-a® -1—-1=a%>-3a+2=0.
a 1 1
1 0 -3 2
Resolviendo por Ruffini: 1 1 1 —2
1 1 2 [0]
1 1 2
Raices diferentes; = —2,a, = 1. 1 2 0]
-2 2
1 [0 |

Segun el teorema de Rouché-Frobenius:
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a+—2

Para { a+1 }=>RangM=RangM =3 =n2%incog.=> S.C.D.

1 1 -2 1
a=—2:>M’=<1 -2 1 1>:>{F1+F2=—F3}:>RangM’=2.
2 1 1 =2

Paraa = —2 = Rang M = Rang M' = 2 < n%inc6g.= S.C.I.

, 1111 Rang M =1
Para=1=>M =1 1 1 1 =>{Ran M =2
11 1 -2 g =

Paraa =1= Rang M = 1; Rang M' = 2 = Sistema incompatible.

b)
x+y—2z=1
Paraa = —2 es sistema resul{ac —2y+z=1 |, que es compatible indeter-
—2x+y+z=-2
minado. Hacienda = 1 y despreciando, por ejemplo, la tercera ecuacion:

x+y=1+2/1} x+y=1+24

x—2y=1-2 —x+2y=—1_|_/1}=>3y=3/1; y=XA x=1+A

Solucion:x =1+ A, y=A1,z=AVA1ER.

x+y=1
Paraa = 0 es sistema resul{ac +z =1 , que es compatible determinado. Re-
y+z=-2
solviendo por la regla de Cramer:
1 1 0 1 1 0
N\ Y 2-1-1 4 v 1+2-1 2
- -2-1- - - +2—
X = 211: =—=2 y:O 21: =—=—1
-2 -2 -2 -2 -2 -2
1 1 1
1 0 1
— 1-1+2 2
7 = 0 1 2 = + = — = —1
-2 -2 -2

Solucion: x =2,y = -1,z = —1.
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2°) Sea la recta = x—Il = y—:l = _il y los puntos?(1,0,0) y Q(2,1,a). Obtener razo-

nadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El valor dea para que la rectapase por Py Q sea paralela a
b) La ecuacién del plano que contiene a Py Q y es paratelcuandax = 1.

c) La distancia del punto Q al plano que pasa por P y es perpendicuparaa = 1.

a)

Un vector director de esv, = (1,1, —1).

Los puntos P y Q determinan el vector:

PO=00—-0P=[0-P]=[(21a)—(1,0,0)] = (1,1,a).

Para que la rectasea paralela a la reata@s necesario que los vectovTésyﬁ?)
sean linealmente dependientes, por lo cual, sus componentes tienen que ser proporc

nales:
1 1 -1
S=Z=— = qg=-1.
1 1 a

b)
Cuandoa = 1= PQ = (1,1,1).

El plano pedidar tiene la siguiente expresion general:

x—1 vy =z
n(P;7,PQ)= 1 1 -1|=0 (x—-D—-y+z—z+x-1)—-y=0;
1 1 1

2x—-1)—2y=0; x—-1-y=0=>nm=x—-y—1=0.

c)
Paraa = 1= Q(2,1,1).

El haz de planog perpendicularesmesf =x+y—z+ D = 0.

De los infinitos planos del hg, el planoy que contiene al punt®(1,0,0) es
el que satisface su ecuacion:

p=x+y—z+D=0

P(1,0,0)}=>1+0_0+D:0=>

>y=x+y—z—1=0.



La distancia del punt@,(x,,y,,2,) al planoAx + By + Cz+ D = 0 viene

s _ |Ax0+By0+CZO+D| - 7
dada por la formulad(P,,m) = o Aplicando la férmula al punto

Q(2,1, 1) yalplanoy=x+y—-z—1=0:

[1-2+1-1-1-1-1| _ [2+41-1-1] 1 V3
3

V124124 (-1)2 V1+1+1

d(Q,y) = ? unidades.
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x%+1

3°) Dada la funcion regl definida porf (x) = D)
biendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

Obtener razonadamente, escri-

a) El dominio y las asintotas de la funcifn

b) Laintegralf f(x) - dx, asi como la primitiva d&(x) cuya gréafica pasa por el punto
P(2,0).

c) El &rea de la region limitada por la cupva f(x) y las rectas de ecuaciongs=
0,x=2yx=4.

a)
El dominio de una funcién racional es el conjunto de los nimeros reales, except
los valores reales que anulan el denominador.

x2(x—1)=0>x;, =0,x,=1=D(f) >R —{0,1}.

Asintotas horizontales: son de la forpna k y son los valores finitos de la fun-
cion cuandox tiende a mas o menos infinito.

xZ+1

Y= ke = xl—l>r-|_¥loof(x) = xl—1>r-|_poo x2(x—1) -

Larectay = 0 (eje X) es asintota horizontal.

Asintotas verticales: son los valores finitoscdue hacer que la funcion tienda
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

Lasrectas x = —1,x = 0 (eje Y) y x = 1 son asintotas verticales.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las horizontales.

b)
x%+1

F(x) =ff(x)-dx=fx2(x_1)-dx.

x2(x—1)=0>x;=x,=0; x3=1.

x*+1 A n B n C _ A(x-1)+Bx(x—1)+Cx? _ Ax—A+Bx*-Bx+Cx? _

x2(x-1) x2  x x-1 x2(x-1) x2(x-1)

B+C=1
>A—-B=0;>A=B=-1; C =2.
-A=1

_ (B+0O)x?*+(A-B)x—-A
- x(x2+x-2)




Fx)={ i -dx=f( +— +—) dx =

x2(x—1) x—1

-1
=—fx‘z-dx—fi-dx+2fx—i1-dx=—x_—l—L|x|+2L|x—1|+C.

(x 1)2
F(x )— ™ + C.

(0 1)2

F(Z)—0=> +L +C=0;%+L§+C=0;§+L1—L2+C=0:>
=>C=12—-
2

F(x )_—+L(’“ 1)

+12 -1
2

c)
En el intervalo de la superficie a calcul@,4), todas las ordenadas de la fun-
cion f(x) son positivas, por lo cual, la superficie a calcular es la siguiente:

$= [ 700 dx =[P4 180 < L Oy 0]

i ol o4 iopis2=t419-212-1_0412=
4 4 2 2 4 2 4 2

S = (L9 ) —i) u? = (L4,5 — 0,25) u? = 1,254 u?.
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1 2
4°) Se dan las matricds= < b 0) yB = (_1 0 2 ) que dependen del paréa-

o -1 b -1

metro realb. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamient
utilizado:

a) Los valores dé para que cada una de las matréBsy BA tenga inversa.

b) Los valores dé para que la matria®A tenga inversa, siendt la matriz traspuesta
de A.

¢) Lainversa dei‘4, cuando dicha inversa exista.

5

1 2 3 2b 0
B -1 0 2y_
A-B—(b 0) (_1 ; _1)—<—Ii 0 2b>.

2b —4
1 2
-3 2
| b 0) =05 %)
(—1 2 ; 4
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

-3 2b 0
-b 0 2b
-1 2b -4

|A-B| = = 0; —4b% + 12b% — 8b%2 = 0,Vb € R.

A - B no es invertible Vb € R.

|B-A|=|;§ _24|=0; 12-2b2=0; b2 =6=b = +V6.

B - A es invertible para b = ++/6.

b)
B 1 2
=G [y o)-C D)

2
|At-A|=|2_|E)b g|=o; 8-(24+b)=0; 2+b2=0>b¢&R.

At - A es invertible Vb € R.




c)
t.oal=|2+b* 0| _gq. 2 t Nt At 4 (24Db% 0
4t - 4] = | 0 8|—8 @+b?).  (A-A)F=aA-Aa=( ; 8),

, £t _ (8 0 ¢ gy-1 _ Adjde (ata)’
Adj.de (At - A) _(0 2+b2)_ (ar - )t = 204

1

t. N1 = 1 ,8 0 — | 2+b2
(4" 4) "~ 8:(2+b?) (0 2+b2)_ 0

olr O
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59) Sedanelplanmo=2x+y—z—5 = 0ylos puntosi(1,2,—1) y B(2,1,0). Ob-
tener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La ecuacion implicita del plano que pasa por los puntos A, B y es perpendicular &
planor.

b) Las ecuaciones paramétricas de la redae es perpendicularmy pasa por A.
Encuentra dos planos cuya interseccion sea larecta

c¢) La distancia entre el punto B y la recta

a)

Un vector normal de& esnn = (2,1, —1).
Los puntos A y B determinan el vector:
AB=0B—-0A=[B—A]=1[(2,1,0)—-(1,2,-1)] = (1,-1,1).
El plano pedidg tiene la siguiente expresion general:

. x—2 y—1 z

y(B; 7,AB) = | 2 1 -1/=0;
1 -1 1

x—-2)-(y—-1)—-2z—-z—(x—-2)-2(y—1)=0; -3(y—1)—-3z=0;

y—1+2z=0.
y=y+z—1=0.
b)
El director de- es el vector normal del plang: = (2,1, —1).
x=1+24
r=yy=2+4.
z=-1—-41
7A=x—1=y—2:z+1_ x—1=2y—4} z{x—2y+3=0
T2 1 -1’ —x+1=2z+2 WX +2z4+1=0

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta g
el area del paralelogramo que forman dos vectores es el médulo de su producto vec
rial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se hace un esquema de la situacion.



Un punto y un vector director aesonA(1,2,—-1) yv, = (2,1,—1).

S = [v; A AP|
S=Ivl-h

[v;A4P|

}:>|_’/\AP| 7] -h = h=d(P,7) = =

AB = (1,—-1,1).

Aplicando la formula al puntB y a la recta:

i j ok
[oynaB| . li—j—2k—k—i—2j]|
UrA _ i—j—2k—k—i-2j
d(B,r) = 1 -1l _ _
(B.1) = o7l J22+124(-1)2 Vari+l

_ |=8i-3k| _ 3V12+12 342 _ 3 _
=T T % v ow v
d(B,r) =3 u.
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6°) En un triangulo isosceles, los lados iguales miden 10 cm cada uno. Obtener raz
nadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La expresion del aref(x) del triangulo, en funcion de la longitudlel tercer lado.
b) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la futen 0 < x < 20.

c¢) La longitudx del tercer lado para que el area del triangulo sea maximay el valor de
esta area.

a)
Del triangulo rectangulo sombreado de la figura:
x\2 x? x?
102 = h? + () 5 100 = h? +%; h? = 100 —=;
2 4 4
B2 = 400—x2 S h = 4004—x2 _ \/4—02—962.
“h Y00 1
A=T=>A(x)= 22 =Z-x\/400—x2 = A(x)=z-\/400x2—x4.
b)

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
negativa, respectivamente.

xl = _10'\/§

A’(x)-l 800x—4x3  200-x?
4 2x/400-x2  2V400-—x2

=0:>200—x2=0:>{

La raiz negativa no pertenece al dominio de la funcion.

La funcionA(x) es continua en su domini®,< x < 20, por lo cual, la raiz
positiva de la derivada divide el dominio de la funcion en los inter¢@ld9v2) y
(10v2,20), en los cuales la funcion es creciente o decreciente de forma alternativa.

Considerando, por ejemplo, el valor sencille: 1 € (0, 10v2):

200—12 199

A (D) = 2v/400—12 - 24/399

> (0 = Creciente.

Los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

Crecimiento: A'(x) >0=>x € (0, 10\/5).

Decrecimiento: A'(x) < 0= x € (10\/7, 20).




c)
El &rea sera maxima cuando se anule su primera derivada y sea negativa su
gunda derivada para los valores que anulan la primera.

A'(x) =0=x; =—10V2, x, = 10V2.

La raiz negativa carece de sentido logico (para minimo). Aunque se deduce d
los periodos de crecimiento y decrecimiento que la funcidn tiene un maximo para €

valorx = 10+/2, se comprueba a continuaciéon que, en efecto, se trata de un maximo.

2
—2x-(2VE00=x2)— (200-x2)-2— =2 _oxa00—x24+X(2007x7)
A (x) = 1 ( ) ) 2+/400-x2 _ Vaoo-x2  _
2 4-(400—x2) 4-(400—x2)
_ —2x-(400—x2)+x-(200-x%) _ —-800x+2x3+200x—x3 x3-600x .
4(400-x2)vV400—x2 4(400-x2)V400—x2 4(400—x2)V400—x2
. x(x2-600)
4(400—x2)V400—x2"
A"(lO\/E) _10v2:(200-600) _ -4.000v2 _ -5V2 1 < 0> Mix. c.d.c
"~ 4(400-200)y400-200  800v200  10vVZ 2 Max. c.q.¢.

El area del tridngulo es maxima para x = 5v2 cm.

Area maximaA(x) = =- 10 - V2 - V400 — 200 = ~ - 10 - ¥400 = 50.

4 4

Area maxima = 50 cm?.
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