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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

OPCION A

1°) Calcular las ecuaciones de las dos rectas del plano que pasan por el punto P(1,
que son tangentes a la curva de ecuagidix —1)°.

Todas las rectas que pasan por el punto P(1, -1) tienen por ecuacion:

y1= (nxl): mx m;j; y=mx—(m+1) *)

Los puntos de corte de ambas funciones se obtiene resolviendo el sistema
forman:

y=(x-1) } = 2 %1= mx m1; X-(m+2x+(m+2)=0
y= mx-(m+1)

(o mt 2+/(m+ 2 - 4(m+2) _ m 2ty M+ 4mr4-4m-8 _ m+ 22V’ -4
2 2 2

Como quiera que si la recta es tangente a la curva la solucion tiene que ser G
lo cual implica que el discriminante de la ecuacion anterior tiene que ser cero, 0 sea:

seo o [

Sustituyendo estos valores en (*) se obtienen las dos tangentes pedidas, que s

m=2- y=x-(2+1)=2x-3 = t=2x-y-3=0

y= mx-(m+1) =
m=-2 - y=—-%-(-2+1)=-2x+1 = t,=2x+y-1=0
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2°) Calcular: | = 2tx. dx.

1 X

1 X

2 2
= 2. !LJ—EL_ - 2.;::
2 2 2

| :J%H dx = zjj‘% .dxj{

u?=|

=

l-dx:dt

X

Lx=t

x=1-1t=0
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3°) Considerar el punto P(5, -2,9) y la rectaxizlzisl:g.

a ) Calcular la ecuacion de la recta s que corta perpendicularmente a r y que pasa p«
b ) Calcular el punto de corte T entre las rectasry s.
a)

En primer lugar determinamos un planoque sea perpendicular a r y que con-
tenga a P:

Un vector director de ry normalaes: v = (- 2,-36).
El planon tiene por ecuaciénn =-2x-3y+6z+D =0.
Para determinar el valor de D tendremos en cuenta que contiene al punto P:

- 2x-3y+6z+D =0

- 2 - D= 0;-1 4+D=0;;D=-
o(5.-2,9) }:» 5 d- 2 6.9 0;- 16r 6+ 54+D=0;; 50

El plano esn= 2x+ 3y- &+50=0

Para determinar el punto T de intersecciéndeon r expresamos la recta r en
forma de ecuaciones paramétricas:

X=1-2K
T 2+ R)+ B + %)- 6-6+50=0
r=.y=-1-3k = = = k=1
= 6k r 2 k- 3 8- 36+ 50= 0;;49=4%

El punto T tiene por coordenaddg:- 1,- 4, 6).

La recta pedida es la que pasa por los puntos Py T:
u=TP=P-T=(5 29-(- 1- 49=(623).

La recta pedida s, tiene como vector directer & pasa por P(5, -2, 9):

Xx-5_y+2 _ z-9
6 2 3

S

b)
El punto de corte de ry s & 1,- 4,6).
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4°) ¢ Para cual o cudales de los valores del parametrol regll siguiente sistema de
ecuaciones es compatible indeterminado?

x+ 2y+(A+2)z=0
x+(24)y+3z=9

2X—z2=4
1 2 A+2 1 2 A+2 0
M=11 24 3 o M'=1124 3 9
2 0 -1 2 0 -1 4
1 2 A+2
IM[=[1 20 3 |=- 2+ 12 A4+ 2+ 2=2-2- 4 -81+14=0;;
2 0 -1
JB A =1
- - 5+ -5+
W +BI-T7=0: A= 5tV 25+56 _ — 5+ /81 _ 5_9:> .
4 4 4 A, ===
2
Azl
Para 7+ = RangaVi= RangoM '= 3= nincognitas= Compatible determinado

Para A :—g el rangode M' es:

1 2 0
M' = {C, C, C} =11 -7 9/=-28+36-8=0

2 0 4

1 -2 0
M ={C,C, C}=|1 3 9/=1227+9+6=0 = RangoM'=2

2 -1 4

2 -2 0
M'= {C,, C,, C} = |-7 3 9|=2418-42=0

0 -1 4

ParaA = ! = RangoM= RangoM '=2 < n = Compatibleindeterminado




Para A =1 el rangc de M"' es:

120
M'= {C,C, C} = |1 2 9/=8+36-8#0 = Rango=3
2 0 4

Parad =1 = RangoM# RangoM' = Incompatilte
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59 Queremos unir el punto M situado en un costado de una calle de 3 metros de ar
con el punto N situado al otro costado y 9 metros mas abajo, utilizando dos cables
tos, uno desde M hasta el punto P situado al otro lado de la calle y otro desde P ha
siguiendo el lateral de la calle, segun el esquema siguiente:

9 metros

El coste de la instalacion del cable MP es de 12 euros por metro y del cable PI
6 euros por metro. ¢, Cémo debemos escoger el punto P de manera que la conexion
con N sea tan econémico como sea posible? ¢, Cual sera el coste minimo?

Coste= C=12y+6x (*)

y?= 8+(9-x)"= 9+81-18 %+ ¥ = ¥ —18x+90;; y=+/x*—18&+90

Sustituyendo en (*) el valor obtenido de vy, resulta:

Ciqp X718 . o 2-18 +6:6( x-18 +1J
2+/X* -~ 18+90 VX = 18¢+90 VX —18+90

C'=0 = X718 1m0 2(9- X=X -1&+90;;
VX -18+90

481-18x+ x¢)= X’ — 18+ 90 ;; 324-72x+4 X = ¥ — 18+ 90;;3 - 5&+234=0;;

- =9++/3
18+ 7820 = x= 18/ 324 312:181\/1_2:1812\/\73:91\/:—3: X, = 9++/3
2 2 2 X, = 9-+/3

Como tiene que serx <9, la soluciénxess(9—\/_3) 0727 metros= x.

y=y( +9f3 (1897 )8 90/ 81 188 3 162 19 3 90= V1201346 metros= y

El cdses C= 12-346 6-727= 9441 euros= Coste
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6°) De un triangulo sabemos que la suma de las longitudes de dos lados ay b es de
que el angulo C opuesto al tercer lado vale 30° y que el area del triAngulo es de 7 m
cuadrados. Calcular:

a ) La longitud de cada uno de los lados del triangulo.

b ) Los angulos del triangulo.

atb=11 (1
_b-h_ _
A—T—l4:> b-h=14 b.2214
h 1 a = 2
sen3®P=—== = h=— a-b=28 (2
a 2 2 7

De las ecuaciones (1) y (2) se obtiene:

a+b=11) ~ b=1l-a
_ 28 :>11—a:2—8 1la-a = 28;;a*-1h+28=0
a-b=28 *b—z a

(a y bson alternatiws)

s 11¢\/121—112_1J¢\/§_1113:> a=7
2 2 2 a, =4

Tomamos, por ejempl@ =7 metros; b =4 metros

Aplicando el teorema del coseno:

¢=a+b’- a-b- -cos3®@ 49 16 2-7-4-§= 65 28/ 3= 1650

c =+ 1650= 406 metros=c

b)
Aplicando de nuevo el teorema del coseno:

2 2 _ 42 _
d=0+c¢- 2b-ccosA= cosA:b+C a’ _ 16-1650-49 _ 1650 _
2:b-c 2-4-406 3250

=-0B077 = A= 120 30 42’

B=180-(A+C)= 18® 15030 42= 29 2918'=B
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OPCION B

1°) Determinar cudl es el punto=+/x, (es decir, de la form(ax, &) ), que es el mas
proximo del punto P(4, 0).

La distancia entre dos puntos viene dado por la formula:

d=+/(% =% +(y,- v.J

Supongamos que el punto pedidogs /).

o= PQ= (x4 +{V x-0f = % - 8x+16+ x =X - 7x+16

La distancia sera minima cuando su derivada sea cero:

2X—7
2/ X% - Tx+16

d'=

=0 => X-7=0;; x=

N~

[T (7 v
R Q(‘ —j

2 2
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2°) Determinar la ecuacion del plano que contiene a la resta-1=>=z+1 y pasa

N <

por el origen de coordenadas.

Este problema se puede resolver de diversas formas; por ejemplo, lo hare
como se explica a continuacion:

Determinamos dos puntos de la recta r, para lo cual la expresamos mediante
ecuaciones paramétricas:

x=1+Kk k=0- A@LO0-1)
r=1y=2k =
z=-1+k k=1- B(220)

Los puntos Ay B con O determinan los vectore

v=0B=(220)

El planon pedido tiene como vectores directoresy v y contiene a O:
Xy z
n(O;u,v)E 1 0 -1/=0;;,-2y+2z+2x=0
2 2 0

n=x-y+z=0
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3°) Considerar la region S del plano limitada por la parapelax’ y la rectay = 3
representada en el esquema siguiente:

\ Y a y=3><2/

O 2

Siendo A y B los puntos de interseccion de la recta y la parabola, y T el triang
gue tiene por vértices A, B y el origen de coordenadas. Calcular el area de la regiéon
resulta cuando le quitamos el triangulo T a la regiéon S.

Los puntos Ay B de corte de la recta 'y = 3 con la parabelax’® se obtienen
resolviendo el sistema de ecuaciones formado por ambas:

— 2 =1 Al,3
y ix}:>3x2:3;;x2:1:>{xl —)
y':

La recta que pasa por los puntos O y A tiene por ecuacioBx. Por simetria
con respecto al eje Y, determinamos el area de abscisas positivas.

Por otra parte, en la zona considerada, todas las ordenadas de Je=rgctaon

mayores que las correspondientes ordenadas de la fuyeidxr, por lo tanto se puede
proceder del modo siguiente:

0

A 2}( 3 HK) -dx= 6-i(x— x2)-dx:6-{x—22—x—3}0:6-(l—}j:6%:1u2:A
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4°) Consideramos el sistema de ecuaciones siguiente:

axt+ y+z=a+l
2x ytaz=a+2
X-y+z=4

donde a es un pardmetro. Si x = 1,y = -1, z = 2 es una solucién, ¢cual es el valo
parametro a?

Resolviendo cualquier incognita por Cramer:

a+l1 1 1
a+2 -1 a
X = 4 -1 1| —(a+t3-(a+t )+ da+4+aa+1)-(a+2) _
a 1 1 —a-2+a+l1+a*-2
2 -1 a
1 -11
— a— 11— - 2 2 _
_~a-1-2a 42+4a+4+a ta_a +22a 1:1;;a2+2a—1:a2—3;;a=—1
a- -3 a- -3
Vamos a comprobar el problema:
axt y+z=a+l - x+ty+z=-1+1 - x+y+z=0
2x ytaz=a+2;=>a=-1= 2x-y-z=-1+2 2x-y-z=1
X-y+z=4 X-y+z=4 X—y+z=4
-1 1 1
IM|=| 2 -1 -1|=F 2= 1+ 1+1-2=-2=|M|
1 -1 1
0O 1 1
1 -1 -1
4 -1 1| -1-4+4-1_-2
X = = = =1=Xx
-2 -2 -2
-1 0 1
2 1 -1
y= 1 4 1 _—1+8—1—4_£__1_y
-2 -2 -2 —



-1 1 0

2 -11
1 -1 4 4+1-1-8_-4
Z= = = =2=7
-2 -2 -2
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X+a
X3

59 a) Determinar el valor del parametro a que hace que la fuftifa

pre-

sente un extremo relativo para x = 3.

b ) Para este valor del parametro a, calcular los intervalos de crecimiento y decrecim
to y las asintotas de la funcion.

c ) A partir de los datos obtenidos, hacer una grafica aproximada de f(x).

a)
, X —(x+a) -x* _ x-3-(x+a) x-X-3&A _ -2x-3a_ .,
e e R e
1(3=0 _Zéf_ga:o;;—e—sa:o;;a:—z

b)

Para estudiar el signo de f'(x) solamente consideramos el numerador, puesto
el numerador es distinto del0xOR, x#0:

6—-2X

X4

f'(x)=0 = =0;,6-2x=0;; x=3

x>3 = f'(x)<0 = Decreciere: (3, »)

x<3= f'(x)>0 = Creciente:(-», 00(0, 3)

Asintotas horizontales:

lim x-
X“2_0= y=0 (EjeX)

X » o x° —

y:k:

Asintotas verticales:

Por tratarse de una funcién racional , las asintotas verticales son los valores
anulan el denominador, o sea: x =0 (El eje Y).

Las tendencias de la asintota vertical son:



Con los datos obtenidos en los puntos anteriores puede hacerse facilmente
representacion aproximada de la funcién, que es la que sigue:

Y

f(x)
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6°) En el tejado de un edificio hay instalada una antena de telefonia moévil. Desde
punto P de la calle, el angulo entre la horizontal y la linea que va de P hasta el extr
superior de la antena es de 34°. Nos acercamos a un punto Q que esta 15 metro
préximo del edificio y ahora el angulo entre la horizontal y la linea que apunta hacic
extremo superior de la antena es de 42°, mientras que el angulo entre la horizontal
linea que apunta hacia el extremo inferior de la citada antena es de 35°.

a ) Hacer un esquema de la situacion sefialando claramente cuales son los angula
da el enunciado.

b ) Calcular las distancias de Q a los dos extremos de la antena.

c ) Calcular la altura de la antena y la altura del edificio.

a)

T5m P

b)

tag 3°=" 0| H+ h=(x+ 18 tag 34
X+15

H +h

= (x+ 1b tag 34> x -tag 42 ;;
tag 42°=

- H+ h=x tag 422

X tag 3% 1%ag 3#x tag 42 ;;15-tag 34= Xtag 42X-tag 34) ;;

_ +15tag34 _ 15-06745 _ 1A176_ _
X = = = = 4479 m=X
tag 42-tag 34  (©B004 06745 02259 ———




c)

cos3x¥P= X =b= X - 4479 = 5468 metros=b
b cos3® (8192

cos4X= X =a= X - 4479 = 6027 metros= a
a cos4X (07431

tag 39= H = H=x tag 3% 4479.07002= 3136 metros=H
X

tag 42’:H—+h:> H+ h=x tag 42 4479-00004= 4033=H +h
X

h= 4033H = 4033 3136= 897 metros=h
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