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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

A continuacion encontraras el enunciado de cuaisestiones y dos problemas.
Tienes que responder a tres de las cuatro cuestyor@solver uno de los dos problemas
(puedes elegir las cuestiones y el problema querag). En las respuestas has de expli-
car en que te basas y por qué. La puntuacion de aagbstion son dos puntos y el pro-
blema cuatro puntos.

OPCION A
CUESTIONES

12) Encuentre las coordenadas de los puntos sgusdwe la recta r de ecuacion vecto-
rial r=(x, y, 2)=(-1 2 1)+t -(L 2 1) que estan a la distancia de una unidad de
planon =2x+2y+2z=5.

Los puntos genéricos de la recta r son de la far(ra+t, 1+ 2, 1+t).

La distancia de un punt®(x,, y,. z,) a un planarn = Ax+ By +Cz+ D =0 viene
_|Ax, +By, +Cz +D|
A +BZ+C?

teniendo en cuenta que la distancia es de unadinida

dada por la formulad(P,, 7) . Aplicada al caso que nos ocupa,

2-(-1+t)+2-(1+2t)+1- (1+t)-5| |[-2+2t+2+4t+1+t-5| .

|
d(P, m)=1
B m=1= e Varar1
[7e-4] |74 | 7t-4)=3 = fodzsy =il
Vo 3 7t—4:—3;;7t:1;;t2:%

Los puntos que cumplen la condicién son:

P(-1+t, 1+ 2, 1+t) => t=1 = P,(0, 3 2)

A. Menguiano



P(-1+t, 1+ 2, 1+t) = t:% =

—14-;::-—E§:
7 7
2_9
=1l+—=—=
7 7 Y
:]:fg::fiz:z
7 7
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X+3y+2z=0

29) Averigie si el sistema2x+4y+3z=0 puede ser compatible indeterminado para
X+y+mz=0

algun valor de m.

Se trata de un sistema homogéneo de tres ecus@ondres incognitas; para que
sea compatible indeterminado, segun el TeoremaodeH@-Frébenius, el rango de la
matriz de coeficientes tiene que ser menor quedresa, su determinante tiene que sel
cero.

La matriz de coeficientes &s=

PN P
[ N

2
3.
m

BN R
R A~ W

2
3|=0;; 4mM+4+9-8-3-6m=0;; 2-2m=0;;1-m=0;;, m=1
m

Para m=1= Rang A=2<n° incdg = Compatible Indeter minada
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: 1 -1 1 1
32) Dadas las matrlce%:( j y B :[ J:
2 -1 4 -1

a)CalculeA-ByB - A

b ) Compruebe quA+B)’ = A? + B2,

1 -1) (1 1 1-4 1+1 -3 2
A-B= . = = =A-B
2 -1) (4 -1 2-4 2+1 -2 3

1 1 1 -1 1+2 -1-1 3 -2
B-A= . = = =B-A
4 -1) (2 -1 4-2 -4+1 2 -

e e PO PO A P e

., (1 -1y (1 1) (1 -1) (1 -1) (1 1) (1 1
A-+B° = + = . + . =
2 -1) 4 - 2 -1) (2 -1) 4 -1) 4 1
1-2 -1+1) (1+4 1-1) (-1 0) (5 0\ (4 O\ ., _,
= + = + = =A’+B
2-2 -2+1) \4-4 4+1) |0 -1) |0 5) (0 4

(A+B)? = A +B?, cqc. (como queriamoscomprobay
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X2 —4x+1

42) Encuentre el dominio y las asintotas de laifumé (x) = .
x [—

Por tratarse de una funcién racional, su domisi® gexcepto el conjunto de va-
lores reales de x que anulan el denominador.

En el caso que nos ocupa el dominio®ét) = R-{1}.

Las asintotas pueden ser horizontales, verticatddicuas.

Las asintotas horizontales son de la forma ya=dea, son los valores finitos que
toma la funcidn cuando x tiende a valer mas irdginitmenos infinito.

2
., - + . , . .
La funcion f (x) = L"):(Ll no tiene asintotas horizontales por lo siguiente:
X_
lim lim 2 -
f(X): X 4X+1: +oo
X — oo X — oo x-1
_4+ 1
lim f(x) lim x?-4x+1 lim X x _—0—-4-0
= = = = —00
X - —00 X - —00 x—-1 X - —00 1_} 1+0
X

Como se observa, ambos limites son infinito.

Las asintotas horizontales son de la forma x sok;los valores finitos de x para

los cuales la funcion toma valor infinito, o sean $0s valores de x que anulan el deno-
minador.

., x> —4x+1 . . : _
La funcion f (x) = 1 tiene como asintota vertical la recta x = 1.
X —

Las asintotas oblicuas son de la forma y = mxstamdo:

M= lim f(x)_ lim x*-4x+1_ lim x*-4x+1 _ —m
X0 X X-oo0o x(x-1) x-o0 x*-Xx

lim lim (x®>-4x+1 lim x? -4x+1-x*>+Xx
n= [f(x)-my = XodxHl s -
X - 00 X — o0 x-1 X — 00 x-1

lim —3x+1+x _
X — 00 x—-1



X2 —4x+1

La funcion f (x) = 1 tiene como asintota oblicua la recta y = x - 3.
X —
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PROBLEMAS

1°) Una recta r pasa por el punto A(3, 0, 2) ydikendireccion del vectoy = (-1 1 4)

a ) Encuentre el angulo que forma r con el plan@bntal.
b ) Compruebe que no pasa por el punto B(1, 3, 10).

c ) Encuentre la ecuacion de la recta s que pasa p®.

a)

La recta r forma con el plano horizontal el angrdmplementario que forma con
cualquier vector vertical, por ejemplo con el vecko= (0, 0, 1).

Del concepto de producto escalar de dos vectores:
- - = (= u-v
u - V:‘ U"‘V"COSO’ = COSa =————
[ ul-|v]

Aplicando la férmula anterior al caso que nos acypeniendo en cuenta que el
seno de un angulo es igual al coseno del complement considerando el primer pa-
rrafo del apartado, resulta:

vk (-11, 4)-(0, 0 1) ~0+0+4 _ 4
seng = ———— = = = =09428=sena
‘v‘ ‘ k‘ JE2 412447 Jor 02 +12 V18-V1 VI8
a =arc sen09428=70° 31 44'=qa

b)

x=3-A1
La expresion de la recta r por unas ecuacionesrgdricas es =y =/ :

z=2+4/

Si pasara por el punto B(1, 3, 10) el valorddiene que ser 3, segun se deduce
del valor de y, pero para= 3 resulta el punto P(0, 3, 14), lo cual justificeeal punto

B no pertenece a larectar, c. g. C.

c)
Los puntos A(3, 0, 2) y B(1, 3, 10) determinarvettor w = AB=(- 2, 3 8),
que es director de la recta s.



La expresion vectorial de s es=(x, y, 2)=(3 0, 2)+A(- 2, 3 §)
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2°) Considere la funciori(x) = x* +ax® +bx® +cx+7.
a ) Calcule c sabiendo que su recta tangentepastd de abscisa x = 0 es horizontal.

b ) Para el valor ¢ encontrado en al apartado iantealcule a y b sabiendo que esta
funcién tiene un extremo relativo en el punto decaa x = -2 y que corta al eje OX
cuando x = 1.

c ) Para los valores obtenidos en los otros apastalicule los intervalos donde la fun-
cion crece y decrece, sus extremos relativos yjalioa representacion grafica aproxi-
mada.
a)

La tangente de una funcion en un punto tiene qoemaliente el valor de la deri-
vada de la funcion en ese punto; si la tangent®esontal, su pendiente es cero para el
valor de x = 0:

I
—
—
)
I
o
U
(@]
I
o

f'(x)=4x® +3ax* + 2bx+c ;; m

b)
Para ¢ = 0 la funcion e(x) = x* +ax® +bx* +7.

Por tener un extremo relativo para x = -2 es re@esgue se anule su primera
derivada para el valor dado:

f'(x)=4x+20x = f'(-2)=4-(-2°+2b-(-2)=-4-8-4b=-32-4b=0;; b=-8

La funcion resulta sef(x)=x* +ax® -8x2 + 7.

Por cortar al eje OX para x = 1 es necesario guansile la funcion para ese va-
lor:

f)=0 = 1*+a-1°-8.12+7=0;; 1+a-8+7 ;; a=0.

La funcién es f(x)=x*-8x*+7

Se trata de una funcion par, por lo cual es sio@ton respecto al eje OY.

c)
Los intervalos de crecimiento y decrecimiento lesrsiguientes:

X, =0
£1(x) = 4x* —16x = 4x(x? - 4) = ax(x + 2)(x - 2) =0 = {x, =2

X3 =




Teniendo en cuenta que por ser una funcion policed®s continua y derivable
en su dominio, que es R, para estudiar sus intesv@¢ crecimiento y decrecimiento
basta con estudiar un valor de cualquiera de lesvialos que determinan los valores
gue anulan la primera derivada, por ejemplo, x = 1:

Parax = 1= f'(1)=4-16=-12<0 = Decrecient

-o, -2) = f'(x)<0 = Decrecien¢

2, 0) =

(x) >0 = Creciente

f
0 2) = f'(x)<0 = Decreciene

(
f'(x):4x(x+2)(x—2) = E
(

2, +o) = f'(x)>0 = Creciente

Para determinar los maximos y minimos relativasimémos a la segunda deri-
vada:

f"(0)=-16<0 = Méaximo relativo para x=0
f'(x)=12x* -16=0 = { f"(2)=48-16>0 = Minimo relativo para x=2
f''(-2)=48-16>0 = Minimo relativo para x=-2

f(x)=x*-8x2+7 =
\(A

f(-2)=16-32+7=-9=

= Min = A(-2 -9) 5 "B

= {f(0)=7= Max = B(0, 7)

f(2)=16-32+7=-9=
— Min. = Cc(2, -9) | ©

Xy

La representacion grafica aproximada
es la que se indica en la figura adjunta.
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OPCION B
CUESTIONES

2
1) Considere la funcién definida p6fx) :X—:ll. Calcule cuanto vale la pendiente de
X

la recta tangente a su gréafica en el punto de sbscrk 0. Averigle si hay otros puntos
en los que la pendiente de la tangente sea idaalaenida.

El punto de tangencia tiene por abscisa x = Orycpordenada el valor de la fun-
2
cion para x = 0, o sea, f(0j{0) :%—:11 =1 = P(0,1).

La pendiente a una funcién en un punto es el vidda derivada en ese punto:

oy 2 (x+1)=(x2+1) -1 _ 2x?+2x-x2 -1 _ x> +2x-1_ _,
)= (x +1)? - (x +1)° C (x+2)? =

El valor de la pendiente parax=0es m = -1.

Veamos si existen otros puntos donde la pend{detévada) vale, también, -1:

2 _
f'(x)=L2Xl=—1 ;o x2+2x-1=—(x+1)° =—(x2+2x+1)=—x2—2x—1 5 2x2 +4x=0 ;;

(x+12)?
2
x =0 - f(O):0 1o o P(0, 1) (Punto estudiadd
2x(x+2)=0 = 0+1
(-2)*+1_4+1
x, =2 - f(-2)= ST 0= Q(-2 -5)

En el punto Q(-2, -5) la pendiente a la funciénkiggm es m = -1.
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22) Considere la funcioly = f(x) definida paraxd[0, 5] que aparece dibujada en la

figura adjunta. v 4
5 f(x)
a ) ¢Cudl es la expresion de su funcion derivada
cuando existe? 1
3 »
b) Calcule] f(x) - dx. of 1 2 3 4 5x
0
a)

X sl 0sx<2
La funcion puede definirse de la forma siguierfte)=1 2 si 2<x<4 .
-+X si 4<x<5

1 siOsx<2
La funcion derivada resulta sef(x)={ 0 si 2<x<4.

-1 si 4<x<5

b)

De la observacion de la figura se deduce que:

2 3 X2 2 22 2
J'f(x)-dx:.[x-dx+.[2-dx:{—} +[2x]2=(———]+(2-3—2-2):2+6—4:4.
) ) 2 |, 2 2

3
jf(x)-dx=4u2
0
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x-y-1=0
x+z+2=0 d4°
pasa por el punto P(1, 1, 2). ¢Qué distancia segsaeapunto del origen de coordena-
das?

32 ) Determine la ecuacion del plamoperpendicular a la recnas{

La expresion de la recta r por unas ecuacionesygricas es la siguiente:

1=0 x=-2-/

X—-v-1=

r= y = 2= ;; x==2-A;, y=x-1=-3-A=y = r=qy=-3-/
X+z+2=0 _— ,= )

Un vector director de la recta r @s=(-1, -1, 1).

Si el planon tiene que ser perpendicular a la recta tiene guertcomo vector
normal cualquier director que sea linealmente déigete dev = (-1, -1, 1), como por

ejemplo el vectom = (1, 1, -1).

El haz de los infinitos planos perpendicularea getta r tiene por ecuacion gene-
ral la expresionr = x+y-z+D =0, de los cuales el plane pedido tiene que satisfacer

Su ecuacion para el punto P(1, 1, 2):

a=x+y-z+D=0
P(1 1 2)

}:>1+1—2+D=0;; D=0 = m=x+y-z=0

La distancia del punto P(1, 1, 2) al origen derdenadas es igual que el médulo
del vectoroP=P-0=(1, 1, 2)-(0, 0, 0)=(1 1, 2), es decir:

d :@:‘@‘ =12 +12 + 2% =1+1+ 4 =46 unidades= d
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1 0 -1
49) Sea la matriA=|4 1 -m|. Determine los valores de m para los que el ralego

O m 3
la matriz A es menor que 3. ¢ Puede ser Rang Aard glgun valor de m?

Para que el rango de la matriz A sea menor q¥eng@@esario que su determinan-

te sea cero:
1 0 -1
+4/16- + m =3
|A|=/4 1 -m[=3-4m+m’=m’-4m+3=0 ;; m=A%yi6-12 42 J2 s
2 2 m, =1
0O m 3

Param=3ym=1 el rango de la matriz A es meuer3.

El rango de la matriz A no puede ser 1, indepenemente de los valores que

Jt .0 _—
a}lrlz1 #0, lo que significa que el

tome m, ya que el menor correspondiente a la m

menor rango que puede tener la matriz A es dos.

*kkkkkkkkk



PROBLEMAS

1°) Dada la funciorf (x) = e .

a ) Encuentre su dominio y las posibles interseedaon los ejes.

b ) Encuentre los intervalos donde crece y degrdéags extremos relativos.
¢ ) Encuentre sus posibles asintotas

d ) Haga la representacion grafica aproximada éenleion.

*) La funcion esta definida para cualquier valor oeak: D(f)= R.
Los puntos de corte con los ejes son los sigusente
Eje X = y=f(x)=0;; e** 20, DxOR = La funcién no corta al eje X.
EieY = x=0;;y=e%?%=¢"=1= L,ﬂ
b)

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento Beenen del estudio de la pri-
mera derivada:

fr(x)=(-2x+2) e =0 = -2x+2=0;; -2(x-1)=0 = x=1

Por tratarse de una funcién exponencial, es caatynderivable en su domino,
gue es R, por lo cual, para determinar el crecitnigndecrecimiento estudiamos un
punto de uno de los intervalos que determina fadaila derivada, por ejemplo, para el
valor de x = O:

Para x<1 = f'(x)>0 = Creciente

f'0)=(-0+2).-e°=2-e=2e>0 =
Para x>1 = f'(x)<0 = Decrecien¢

Para determinar si el valor que anula la primervdda es un maximo o un mi-
nimo relativo recurrimos a la segunda derivada:

fr(x)=-2- e +(-2x+2) - (-2x+2) . e = e‘xzm[— 2+ (- 2x+ 2)2] =

=2 (- 24+ 4x2 ~8x+4) = 2(2x2 - 4x+1) - e = £(x)




f'1)=2(2-4+1)-e* =-2.e=-26<0 = Méaximo relativo para x=1

fl))=ef?1=e = Max = B(1, €

c)

Por tratarse de una funcion exponencial, las pessi@isintotas son horizontales,
gue son de la forma y = k; son los valores fingas toma la funciéon cuando x tiende a
mas infinito o menos infinito:

lim

X - *oo X - *oo -

La recta y = 0 (Eje X) es asintota vertical.

d)
Con los datos anteriores puede hacerse una rapae®m grafica aproximada de
la funcidn, que es la siguiente:

\(Ak
ol B
oo A
f(x 1 .
€ y=0 =
O X
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2x-5y-z-3=0

X—3y-2-2=0 y el planon=2x-y+az+2=0, donde a

2°) Considere la rectas{

es un parametro.
a ) Encuentre un vector director de la recta yextor perpendicular al plano.
b ) ¢ Cual tiene que ser el valor de a para quecta i el plano sean paralelos?

c ) AverigUe si existen valores de a para los guedta y el plano sean perpendiculares.
En caso afirmativo, calculelos.

d ) Averigle si existen valores de a para los guedta y el plano formen un angulo de
30°. En caso afirmativo, calculelos.

a)
La expresion de la recta r por unas ecuacionesrgdricas es la siguiente:
2x-5y-z-3=0 2x-5y=3+A1 2x-5y=3+A1
r= y = z2=1 = y Y =>y=-1-4;;
x=3y-z-2=0 X=3y=2+A| -2x+6y=-4-24 —
x=-1-24
Xx=2+72+3y=2+1+3-1-1)=2+1-3-31=-1-20=x = r={y=-1-
z=A
Vector director de r: V:(— 2, -1, 1) ;; vector normal al plano: Fz(z, -1, a)
b)

Para que la recta r y el plamosean paralelos es necesario que el vector directc
de la recta y el vector normal al plano sean pelipatares; es decir, que su producto
escalar tiene que ser cero:

—

v-n=(-2 -11-(2 -1 a)=—4+1+a=0;; -3+a=0;; a=3

Para que la recta y el plano sean paralelos el dala tiene que ser tres.

c)

Para que la recta r y el plamosean perpendiculares es necesario que el vectt
director de la recta y el vector normal al planansknealmente dependientes; es decir,
gue sean paralelos, para lo cual sus componeatestgue ser proporcionales:

_727&_—1:& = Larectar y el plano no son 0 allR
-1 a

d)
La recta r y el plana: forman un angulo de 30° cuando el vector diredla



recta y el vector normal al plano formen un angldd®0°. Aplicando el producto esca-
lar de dos vectores:

n‘-cosGO0 =

= (219 (2 -1 @)= e L

—4+1+a=a+1+1 Ja+1+a? %  2(a-3)=v6-5+a’ ;; 4(a-3)° =6(5+a?) ;;

2(a> -6a+9)=36+a%) ;; 2a® -12a+18=15+3a° ;; a’ +12a-3=0

a, =—6++/39

~12+144+12 -12+156 -12+.,/4-39 -12+239 _
a= ; = ; = > =-6++/39=

a, =—6-+/39
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