I.E.S. “CASTELAR” BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
COMUNIDAD DE CATALUNA

SEPTIEMBRE — 2007

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Responda a TRES de las cuatro cuestiones y resuelva UNO de los dos proble
En las respuestas, explique siempre qué hace y por qué.

Las cuestiones valen dos puntos y el problema 4 puntos.

Puede utilizar calculadora cientifica para el célculo de funciones exponencial
logaritmicas, trigonométricas y especiales, asi como para realizar célculos estadist
No se podran utilizar calculadoras u otros instrumentos con mas prestaciones que
mencionadas.

OPCION A

CUESTIONES

1°) Encuentre las ecuaciones de los planos paralelos al pa2e-y+2z =3 situa-
dos a 6 unidades de distancia del mismo.

Los planos paralelos @ =2x-y+2z2-3=0 constituyen el haz de planos de
ecuaciona =2x-y+2z+D =0.

_| Ax+ By, +Cz +D|

N A+ B*+C?

El lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan 6 unidades del pl
dado lo constituyen los dos planos pedidos que se obtienen considerando los dos s
posibles del valor absoluto de la expresion de la férmula anterior.

La distancia de un punto a un planos, )

6_|2 X ¥2 23| |2%x y2z3| |2% yw2z-3| |2x-y+2z-3| _
[Z+(p+22 Jari+a 9 3 "
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18=2x-y+2z2-3 - a,= 2X-y+ 2-21=0

18=| 2x- y+2z-3| =
18=-2x+ y-2z+3 - a,= 2Xx-y+ 2Z+15=0

*kkkkkkkkk



11 2
2°) Dada la matrizA=| 2 m 2m | dependiente del parametro m:
m 2 m+2

a ) Estudie su rango segun los valores de m.

b ) Diga cual es la posicion relativa de los siguientes plamcs x+ y+ 2z =2,
n, =2 my-2mz=2+my 7, = mx 2y+(2+ mz=0, segln los valores de m.

a)
11 2

| A=l2 m 2m |=n{m+ 2+ 8 2 - 2nf - 4m-2(m+2) =
m 2 m+2

= A+ 2m & 4m 2m- 4= nf-4m+ 4=(M-2°=0= m=2

Para m# 2 = RangoA=3

Param=2 = |A|= = {F,=F,=2F} = RangoA=1

N N P
N N B
A BN

Para m=2 = RangoA=1

b)

Como puede apreciarse, los coeficientes de los tres planos son las sucesivas
de la matriz dada, por lo cual la matriz de coeficientes del sistema que constituyes e:

1 1 2 2
La matrizampliadaes®®=| 2 m 2m 2+m]|.
m 2 m+2 O

Param# 2 los rangos de ambas matrices es tres, igual al nimero de incognit
por lo cual, el sistema es compatible determinado y, en consecuencia:

Parame 2 losplanosn, n, yi, secotan enun punto

Para m = 2 la matriz ampliada es la siguiente:



1122
A=12 2 44| =
2 240

#0 = RangoA'=2

Para m = 2 el rango de la matriz de coeficientes es uno y el rango de la me
ampliada es 2, por lo tanto, segun el Teorema de Rouché-Frébenius, el sistema €
compatible.

Como quiera que para m = 2 las filas primera y segunda de la matriz ampli
son linealmente dependientes y linealmente independientes de la tercera, la interp
cion geométrica de la situacion es que:

Para mF 2 los planos 71, 71, son coinciderds y palarelos al plano 7,
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3°) Considere la matria = [ ) qj' Encuentre los valores p y g que hacen que se ver

figue A> = A. En este caso, razone sin calcular qué vale A

o PO R A
p g \p q pg p+q’

01
AZ:A:( j:(p qzj: p=0;; =1
P q P p+q

0 lj, de donde se deduce que:

01 01

o (01
01
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4°) La funcién derivada F’(x) de una funcién contiriaR - R que pasa por el origen
es una funcion definida a trozos formada por las semirrectas del dibujo.

Y A F’(X)
o/1 X
1

1

v

Escriba la expresion de la funcion F(x) como una funcion definida a trozos.

La funcion F'(x) es continuadxOR y puede definirse a trozos de la forma si-
X=1 si Xx<2

guiente:F'(x):{ L sixsa

La funcion F(x) es la funcion definida a trozos, que son cada uno de ellos, la ir
gral indefinida de los trozos que determinan a la funcion derivada.

2
Siendo| (x-1)- dx:X?— x+k e [1-dx=x+C, la funcién pedida es de la forma

1 .
=X -x+k <2
F(x)=i2 *~ X% %52 conk cor.

x+ C Si x>2

Teniendo en cuenta que F(x) pasa por el origen de coordenadas es k = 0.

Para determinar el valor de C tenemos en cuenta que F(x) es continua en F
cual significa que los limites laterales para el valor x = 2 tienen que ser iguales e igu
valor de la funcion en ese punto:

lim _dimof1 o N
N\ f(x)—xqz( X xj_z 2=0=1(2)

lim f(x) = I|m2 (x+C)=2+C=0

: : 1% six<o2
La funcion pedida e§(x) =1 2 :

X—2 Six>2
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PROBLEMAS

59 Una recta r es paralela a la reetax-1=y-1=2-1, corta en un punto A a la

recte tsx—_l:X:z+1, y en un punto B a la rectasx;zzy—_lzz.
3 2 2 2 3

a ) Halle la ecuacion del plano determinado por las rectas r y t.

b ) Encuentre el punto B calculando el punto de interseccion del plano anterior col
recta l.

c ) Encuentre la ecuacion de la recta r.

d ) Encuentre el punto A.

a)
La recta r, por ser paralela a la recta s, tiene como vector director el mismo gL

osea:v, =(1, 1 1).
Un punto y un vector director de la recta tson P(1, 0, A1) ¥(3 2, 1).

El plano que determinan las recta r y t puede obtenerse teniendo en cuenta
tiene como vectores directores a los de las rectas y contiene a cualquier punto que
tenezca a cualquiera de las rectas, por ejemplo, P(1, 0, -1); su ecuacion general es:

x-1 vy z+1
’7(':” v, V—t)f 1 1 1 |=0;5(% )+ 3y 22+ 3-4z+)-2Ax-1)-y=0;
3 2

—(x= )+ y-(z+3=0;; - x+1+2y-2z-1=0 = 7= x-2y+2z=0

b)
. x-2 _ y-1 z . L
La expresion de la rectae S T, 73 por unas ecuaciones parametricas es
X=2+2/
la siguientel =y =1+2A1.
z=31

Los puntos genéricos de | son de la fo@{a+ 21, 1+ 21, 31).

El punto B interseccion de la recta | y del plandiene que satisfacer sus ecua-



ciones:

o | = (2 B b +(9)= 052 A= 2 41+31=05 4=

B(2 1 0)
C) -
La recta r pasa por B(2, 1, 0) y tiene vector director & (1, 1, 1).
La expresion vectorial es la siguiente:
r=(x,y,2)=(210+4(1 1 1)
d)

El punto A es la interseccién de las rectas r y t:

Existen diversas formas de hallar el punto A de corte; una de ellas consiste en

presar las rectas por unas ecuaciones implicitas y resolver el sistema de cuatro ect
nes con tres incognitas que forman:

x-2 y-1 z X=2=12
r=(x,vy,z)=\ 2 + A 1 r=—=-——=— r =
ey )=(20 9+a(1 27 = 12 X2 YE2 o 2
- 2X—2=
tEX—1:X:z+1:> t= X 3
3 2 y=2z+2
X—2=2
y-z=1 y-2=

}: z F 22+ 2;,z=-1;;,y=0;;x=1= AL 0, -1
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6°) Dadas las funcioned }= ¥ - ax-4 y g(x)= X? +b:

a ) Calcule a y b de manera que los gréaficos de f(x) y de g(x) sean tangentes en el
de abscisa x = 3, es decir, que tengan la misma recta tangente en este punto.

b ) Halle la ecuacién de la recta tangente mencionada en el apartado anterior.

c ) Para el valor de a obtenido en el primer apartado, calcule el valor del area de I
gidn limitada por el eje de abscisas OX y la funcion f(x).

a)
Como el punto de tangencia para x = 3 es comun tiene que ser:

f(}=x-ax— 4 ;;f(3=3-R-4=5-3a
g(x)—2+b,,g(3) 2+b 2+b

= f(3=9(3 = 5—3a:%+b *

16 6= X D ;; % 6=D ;;6+D0=9 @

Teniendo en cuenta que la pendiente a una funcidén en un punto es el valor d
derivada en ese punto y, sabiendo que la pendiente es la misma para x = 3, es:

(}= x-ax-4; f{§=2ca; 1(9=6-a

Q(X)=X—22+ b;; g'(x):x o g'(3):3 = f(3:9(3 = 6-a=3;;a=3

(@
i

Sustituyendo el valor de a en la expresion (6):3+ 20=9 ;; 2b=-9 ;;

N ©

b)

El punto de tangencia se obtiene sustituyendo el valor de a o b en las ecuaci
correspondientes, por ejemplo:

f(x)=x*- 8- 4;;f(3=96-4=-1= T(3 -1).

El valor de la pendiente se obtienenes f (3= g'(3)=3=m.

Sabiendo que la recta que pasa por un punto conocida la pendiente viene dad.
la formula y- y, = m(x-x,), la recta tangente es:

t=y-(- 1= 8x- 3 ;; y+ 1= X-3 = t=3X-y-4=0




Los puntos de corte de la funcién
f(x) = x* - 4x—4 con los ejes de coor-
denadas son los siguientes:

Eie X = f(¥=0=x-%-4=0

>< v

_ 3+9+16 _3%5 {x1 =4 }
X = = = =

2 2
= A4, 0 yB(-10)

EieY = x=0= C(0, -4)

La representacion grafica de la
situacion es la de la figura.

Teniendo en cuenta que todas las
ordenadas de la superficie a calcular son
negativas, su valor es el siguiente:

S= T(xz — 3x- 4)'dx:{§—3§ —4x} i :{(_1)3 3y 4.(-1)|-

/ . | 3 2
3 A2 -

A3 4=l 3,408 og16=04-3 00 204 97130,
3 2 3 2 3 2 6

_ 264-139_125 F =S
6 6
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OPCION B

CUESTIONES

1°) ¢ En qué punto la recta tangente a la fundi®= x- e* es paralela al eje de absci-
sas? Escriba la ecuacion de la recta tangente en este punto.

Las rectas paralelas al eje de abscisas tienen de pendiente cero.

La pendiente a una funcion en un punto es el valor de la derivada de la funciér
ese punto:

f k=1- &+ x & =& (x+1)= f'(x)

m=f'(x)=0 = e(x+31=0;; x+1=0;; x=-1
La recta tangente es paralela al eje de abscisas para el valor x = -1.

El punto de tangencia pedido es el siguiente:

f(—]):—l-e‘lz—% = P(—l —Ej.

e

Sabiendo que la pendiente es cero y que la ecuacion de la recta que pasa p
punto conocida la pendiente viene dada por la férmgay, = n{x-x,), la recta tan-

gente es:

tEy—(—Ej: 0-(X—3)=0 . y+E:O = t=ey+1=0
e e B
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2°) Considere los puntdd- 1, a-1 3), Q0, a-2 1-a)y R(2 -1 6-6a).
a ) Halle el valor de a para el cual los tres puntos estan alineados.

b ) Cuando los tres puntos estan alineados, ¢ cual es la ecuacion de la recta r que 1o¢
tiene?

a)
Para que los punto®(-1 a-1 3), Q0 a-2 1-a) y R(2 -1 6-6a) estén

alineados es necesario que los vectores PQ y v = PR sean linealmente dependien-
tes:

u= PQ= Q-P=(0a- 2 ta)-(- La-13=(1-1 -a-2)=u

v=PR=R-P=(2- 1,6 @)-(- La-13=(3 -a 3-6a)=v

Los vectores u= PQ y v = PR son linealmente dependientes cuando sus com-
ponentes son proporcionales:

b)

Para determinar la recta r consideramos uno cualquiera de los puntos y uno ¢
quiera de los vectores para el valor de a obterifto1, 2, 3), u =(1, -1 -5).

Por ejemplo, la expresion por unas ecuaciones continuas de la rectar es:

x+1: y—2: z-3
1 -1 -5

r
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3°) Busque sus extremos relativos y los puntos de corte con los ejes, y haga una r
sentacion aproximada de la curva de ecuagiénx* — x*. A continuacioén, calcule el

area del recinto limitado por esta curva y el eje de abscisas.

Por tratarse de una funcién polinémica y par, es continua y derivable en su do-
mino, que es R, y también es simétrica con respecto al eje de ordenadas.

Los puntos de corte con los ejes de la curva son los siguientes:

x, =0 - A0 0)

N

Ee X= y=0= xX-x=x(x*-1)=0= {x,=1- B(1 0
x,=-1 - C(-1 0)

Para determinar los extremos relativos de la funcidén recurrimos a las sucesivas

derivadas:
yE AKX - 2X 5 y'E12¢ -2 ;5 Y= 24X,

Una funcion tiene un maximo o un minimo relativo en un punto cuando su prim
ra derivada es cero:

y= 4¢ - 2(20;;2x(2x2—]):0:> X=0;; X

La condicion anterior, que es necesaria, no es suficiente, cumpliéndose que:

La funcion tiene un maximo relativo para los valores que anulando la primera d

rivada hacen que la segunda derivada sea negativa y, tiene un minimo relativo para
valores que anulando la primera derivada hacen que la segunda derivada sea positi\

y”(O) =-2<0 = Maximo relativo para x=0

y'=12* -2 =
'(J' ﬁ)zlz'g‘ 2= 6-2=4>0 = Minimos para x:J_r7

-2

y

y(0)=0 = Maximo relativo : O(0, 0).

4 2
y(x2)= iﬂ - iﬂ SI T P S (teniendo en cuenta la simetria)
2 2 16 4 16 16



= Minimos: P[—Q, —ij y Q[Q _EJ
2 16 2 16

La representacion grafica, aproximada, de la curva es la siguiente:

\(Ak

-1

Teniendo en cuenta la simetria de la funcidén, que todas las ordenadas corres
dientes a la superficie son negativas, el area pedida es la siguiente:

s:—z-i(ﬁ— %) - dx:Z-J(j(X‘—xz) -dxzz-{i\;—x—s}j = 2-{0—(2—%}:

3 5 3

:2.(—E+Ej:2._3+5:i u2:S
5 3 15 15
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4°) Encuentre la ecuacion de la recta r contenida en el plano+ 2y +62-2 =0, que
corta a los ejes OY y OZ.

Los puntos de corte del plamp= x+2y+6z-2=0 con ejes OY y OZ son los
siguientes:

Eje OY = { —o} = y=1= P(0,1 0)

=0
Eje OZ = X ~ o=t Q(O, 0, lj
y=0 3 3

El vector director de la recta r es cualquier veatogue sea linealmente depen-
diente del vectow gue determinan los puntos P y Q:

TV:FQ:Q—P:(O, 0, %J—(o, 1, o):(o, -1, %J = v=(0-31).

Considerando, por ejemplo, el punto P(0, 1, 0), la expresion de r por unas ec
ciones parameétricas es la siguiente:
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PROBLEMAS

59) Considere la recta de ecuaciGax = y%z = ZT_l

a ) Exprese el cuadrado de la distancia de un punto cualquiera A(X, y, z) de la recta
punto P(1, 2, 5) como una funcion de la coordenada x.

b ) Halle qué valor de x hace minima esta funcién, deduzca qué punto Q de la recta
mas proximo a P y calcule la distancia del punto a la recta.

c ) Escriba la ecuacion de la recta s que pasa por P y Q, y compruebe que el perper
lar a la rectar.

a)
X=A
La expresion de la recta r por unas ecuaciones paramétricas{@s= 2+241 y
z=1+24
un punto genérico de r es de la forQél, 2+ 21, 1+24). Teniendo en cuenta que
x = A, el punto A(x, y, z) seria de la forma# x, 2+ 2x, 1+ 2x).

El cuadrado de la distancia del pur#x, 2+ 2x, 1+2x) al punto P(1, 2, 5) es el
siguiente:

(= =(PQf =(x- N +( 2 2- ¥ +(2 2§ =(x- 9 + (20" + (2x-4)" =

= X% —2x+1+4x* +4x* -16x+16 =9x*> —18x +17

f(x) = 9¢ - 1&+17

b)
Para que el valor de f(x) sea minima, la derivada tiene que ser cero:
f(x)= 18- 18 1§x-1=0= x-1=0;; x=1

El puntoQ(A, 2+ 24, 1+ 24) de menor distancia a P es pdrax =1, que es:

Q(1 4, 3)

Teniendo en cuenta qué ) = & = (PQ = 9 - 18+17, sera para x = 1:



dyo =+ 9fF 181 17+ 9 18+ 17=+/8=2J2 unidades=d,

c)

La recta s que pasa por P y Q tiene como vector director a cualquier vector
que sea linealmente dependiente del veetor PQ:

‘w=PQ=0Q-P=(143(129=(02 -2 = u=(01 -1

La expresion de la recta s es por unas ecuaciones paramétricas es (tenienc
cuenta que pasa por P y tiene como vector directo) k& siguiente:

x=1
s=qy=4+/
z=3-1

y-2 z-1 —

El vector director de la recta= x = S =, esV =(1, 2 2).

Para que los vectores y v sean perpendiculares su producto escalar tiene gt
ser cero:

N

u v=(01-)1(122=0+2-2=0= ul v, cqd.

Enefecto el segmentoﬁ) es perpendicular a la recta r. (cq.c.)
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X+2y+z=5

6°) Discuta el siguiente sistema&@x+ py+ 2z=10 en funcion del parametro p. Dé la
px+ 6y+ 3 =12

interpretacion geomeétrica del sistema en cada caso y resuélvalo cuando sea compat

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 1 215
2/ yM=2 p 210
3 p 6 312

O T N

1

M=|2

p

El rango de M en funcion del parametro A es el siguiente:

1
M| = 2|=3p+12+4p-p°>-12-12=-p*+ P-12=0;; p°- 7p+12=0
3

T N B
D T N

_ 7+J49-46 _ 7+41 T7#1 I
p= 5 = =, = p=3; p,=4

%3 . : .
Para {p } = RangoM= RangoM '= 3= n° incognitas= Compatibledeterminado

1215
Para p=3= M'=|2 3 210| = {c=c} = {c,cC, C}=
3 6 312
12 5
= |2 3 10|= 36 60 60 45 66- 48 96- 96=3#0 = RangoM'=3
3 6 12
Para p=3 = RangoM# RangoM' = Incompatilbe
1215
Para p=4 = M'=| 2 4 2 10| = {F,=2F} = RangoM'=2
4 6 312

Para p=4 = RangoM= RangoM'= 2< rP incog = Compatible Indeterminado




La interpretacion geométrica de cada caso es la siguiente:

73
Para {E + 4} los tres planosse cotan enun punta

Para p=3 = losplanosl y 3 son paralelos yseantesal 3

Para p=4 = losplanosl® y 4° son coinciderdgs ysecantessal 2°

Resolvemos par@a#3 y p#4 porla Regla de Cramer:

5 2 1
10 p 2
« = 12 6 3| _ 1p+ 66 48-1-60-60_  3p-12 _  3p-4) _
-p*+7p-12 -(p-3(p-4) -(p=3(p-4) -(p-3(p-4)
3
= =X
_p-3
1 5 1
2 10 2
y= P 12 3] _ 38 24 1(p-1(-24-30_ 0 —0=y
~(p-3p-4) ~(p-3p-4) -(p-3(p-4) —
2 5
p 10
- 6 12) _ 1p+ 60 2Qp- 5p° - 60-48 _ - 5p° +32p-48 _
~(p-3)(p-4) ~(p-3(p-4) ~(p-3)(p-4)
_ 50" -32p+48_ §a-4(5p-12) _ 45p-12) __ o
(p-3p-4)  (p-3(p-4) p-3
- _ 32.1024-960 32+./64 32+8 12
() 5*-32+48=0; p= 0 == S p=a g =

v - 320+ 48= (p-4) p-"2) = gp- d(5p-12




X+2y+z=5
Resolvemos para p = 4. El sistema resylz+ 4y+ 2z =10, equivalente al sis-
4x+ 6y+ 3 =12
X+2y+z=5
tema{ x+2y+z=5 ytambién al sistem%
4x+ 6y+ Z =12

X+2y+z=5
4x+ 6y+ X =12

Parametrizando la variable= A, resulta:

X =-3

X+2y=5-A1 - X-6y=-15+34 .
Ix+ 6y =12-31 Ix+ 6y =12-31

-3+ 2y=5-1;;2y=8-1;;, y=4-1)
Xx=-3

Solucion: yy=4-14, UAOR
z=/
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