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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
 Responda a TRES de las cuatro cuestiones y resuelva UNO de los dos problemas. 
En las respuestas, explique siempre qué hace y por qué. 
 
 Las cuestiones valen dos puntos y el problema 4 puntos. 
 
 Puede utilizar calculadora científica para el cálculo de funciones exponenciales, 
logarítmicas, trigonométricas y especiales, así como para realizar cálculos estadísticos. 
No se podrán utilizar calculadoras u otros instrumentos con más prestaciones que las 
mencionadas. 
 
OPCIÓN A 
 
CUESTIONES 
 
1º) Encuentre las ecuaciones de los planos paralelos al plano 322 =+−≡ zyxπ  situa-
dos a 6 unidades de distancia del mismo. 
 

---------- 
 
 Los planos paralelos a 0322 =−+−≡ zyxπ  constituyen el haz de planos de 
ecuación 022 =++−≡ Dzyxα . 
 

 La distancia de un punto a un plano es ( )
222

000,
CBA

DCzByAx
Pd

++

+++
=π .  

 
El lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan 6 unidades del plano 

dado lo constituyen los dos planos pedidos que se obtienen considerando los dos signos 
posibles del valor absoluto de la expresión de la fórmula anterior. 
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2º) Dada la matriz 
















+
=

22

22

211

mm

mmA  dependiente del parámetro m: 

 
a ) Estudie su rango según los valores de m. 
 
b ) Diga cuál es la posición relativa de los siguientes planos 221 =++≡ zyxπ , 

mmzmyx +=++≡ 2222π  y ( ) 0223 =+++≡ zmymxπ , según los valores de m. 
 

---------- 
a ) 
 

( ) ( )

( ) 2024442482
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32 =⇒≠ ARangomPara  

 

{ } 12

422
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211

2 132 =⇒==⇒=⇒= ARangoFFFAmPara  

 
12 =⇒= ARangomPara  

 
b ) 
 

Como puede apreciarse, los coeficientes de los tres planos son las sucesivas filas 
de la matriz dada, por lo cual la matriz de coeficientes del sistema que constituyes es A.  
 

La matriz ampliada es 
















+
+

=
0

2

2

22

22

211

' m

mm

mmA . 

 
 Para 2≠m  los rangos de ambas matrices es tres, igual al número de incógnitas, 
por lo cual, el sistema es compatible determinado y, en consecuencia: 
 

puntounencorseyplanoslosmPara tan,2 321 πππ≠  

 
Para m = 2 la matriz ampliada es la siguiente: 
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











= ARangoA  

 
 Para m = 2 el rango de la matriz de coeficientes es uno y el rango de la matriz 
ampliada es 2, por lo tanto, según el Teorema de Rouché-Fröbenius, el sistema es in-
compatible. 
 
 Como quiera que para m = 2 las filas primera y segunda de la matriz ampliada 
son linealmente dependientes y linealmente independientes de la tercera, la interpreta-
ción geométrica de la situación es que: 
 

321,2 πππ planoalpalarelosyescoincidentsonplanoslosmPara =  
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3º) Considere la matriz 







=

qp
A

10
. Encuentre los valores p y q que hacen que se veri-

fique AA =2 . En este caso, razone sin calcular qué vale A10. 
 

---------- 
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 Para p = 0 y q = 1 es 







=








=
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10 2AyA , de donde se deduce que: 

 









=

10

1010A  
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4º) La función derivada F’(x) de una función continua RRF →:  que pasa por el origen 
es una función definida a trozos formada por las semirrectas del dibujo. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Escriba la expresión de la función F(x) como una función definida a trozos. 
 

---------- 
 
 La función ( )xF'  es continua Rx∈∀  y puede definirse a trozos de la forma si-

guiente: ( )




>
≤−

=
41

21
'

xsi

xsix
xF . 

 
 La función F(x) es la función definida a trozos, que son cada uno de ellos, la inte-
gral indefinida de los trozos que determinan a la función derivada. 
 

 Siendo ( ) kx
x

dxx +−=−∫ 2
·1

2

 e  Cxdx +=∫ ·1 , la función pedida es de la forma 

( )







>+

≤+−
=

2

2
2

1 2

xsiCx

xsikxx
xF , con RCk ∈, . 

 
 Teniendo en cuenta que F(x) pasa por el origen de coordenadas es k = 0. 
 
 Para determinar el valor de C tenemos en cuenta que F(x) es continua en R, lo 
cual significa que los límites laterales para el valor x = 2 tienen que ser iguales e igual al 
valor de la función en ese punto: 
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 La función pedida es ( )







>−

≤−
=

22

2
2

1 2

xsix

xsixx
xF  . 
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PROBLEMAS 

 
5º) Una recta r es paralela a la recta 111 −=−=−≡ zyxs , corta en un punto A a la 

recta 1
23

1 +==−≡ z
yx

t , y en un punto B a la recta 
32

1

2

2 zyx
l =−=−≡ . 

 
a ) Halle la ecuación del plano π  determinado por las rectas r y t. 
 
b ) Encuentre el punto B calculando el punto de intersección del plano anterior con la 
recta l. 
 
c ) Encuentre la ecuación de la recta r. 
 
d ) Encuentre el punto A. 

---------- 
 
a )  
 La recta r, por ser paralela a la recta s, tiene como vector director el mismo que r, 
o sea: ( )1,1,1=rv . 
 
 Un punto y un vector director de la recta  t son P(1, 0, -1) y ( )1,2,3=tv . 
 
 El plano que determinan las recta r y t puede obtenerse teniendo en cuenta que 
tiene como vectores directores a los de las rectas y contiene a cualquier punto que per-
tenezca a cualquiera de las rectas, por ejemplo, P(1, 0, -1); su ecuación general es: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 020121;;0121

;;012131231;;0

123

111

11

,;

=+−≡⇒=−−++−=+−+−−

=−−−+−+++−=
+−

≡

zyxzyxzyx

yxzzyx

zyx

vvP tr

π

π

 

 
b )  
 

 La expresión de la recta 
32

1

2

2 zyx
l =−=−≡  por unas ecuaciones paramétricas es 

la siguiente: 








=
+=
+=

≡
λ

λ
λ

3

21

22

z

y

x

l . 

 
Los puntos genéricos de l son de la forma ( )λλλ 3,21,22 ++Q . 

 
 El punto B intersección de la recta l y del plano π  tiene que satisfacer sus ecua-
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ciones: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 0;;034222;;0321222
3,21,22

02
==+−−+=++−+⇒





++
=+−≡

λλλλλλλ
λλλ

π
Q

zyx
 

 
( )0,1,2B  

 
c )  
 La recta r pasa por B(2, 1, 0) y tiene vector director a ( )1,1,1=rv .  
 

La expresión vectorial es la siguiente: 
 

( ) ( ) ( )1,1,10,1,2,, λ+=≡ zyxr  

 
d )  
 El punto A es la intersección de las rectas r y t: 
 

Existen diversas formas de hallar el punto A de corte; una de ellas consiste en ex-
presar las rectas por unas ecuaciones implícitas y resolver el sistema de cuatro ecuacio-
nes con tres incógnitas que forman: 
 

( ) ( ) ( )




=−
=−
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zy
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r
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1

2

11

1
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2
1,1,10,1,2,, λ  
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




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6º) Dadas las funciones ( ) ( ) b
x

xgyaxxxf +=−−=
2

4
2

2 : 

 
a ) Calcule a y b de manera que los gráficos de f(x) y de g(x) sean tangentes en el punto 
de abscisa x = 3, es decir, que tengan la misma recta tangente en este punto. 
 
b ) Halle la ecuación de la recta tangente mencionada en el apartado anterior. 
 
c ) Para el valor de a obtenido en el primer apartado, calcule el valor del área de la re-
gión limitada por el eje de abscisas OX y la función f(x). 
 

---------- 
a ) 
 
 Como el punto de tangencia para x = 3 es común tiene que ser: 
 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

)1(926;;269;;29610

;;
2

9
3533

2

9

2

3
3;;

2

354333;;4
22

22

=+=−+=−

+=−⇒=⇒








+=+=+=

−=−−=−−=

bababa

bagf
bbgb

x
xg

aafaxxxf

 

 
 Teniendo en cuenta que la pendiente a una función en un punto es el valor de su 
derivada en ese punto y, sabiendo que la pendiente es la misma para x = 3, es: 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 3;;363'3'

33';;';;
2

63';;2';;4
2

2

==−⇒=⇒








==+=

−=−=−−=
aagf

gxxgb
x

xg

afaxxfaxxxf
 

 

 Sustituyendo el valor de a en la expresión (1):  
2

9
;;92;;923·6 −=−==+ bbb  

b ) 
 
 El punto de tangencia se obtiene sustituyendo el valor de a o b en las ecuaciones 
correspondientes, por ejemplo:  
 

( ) ( ) ( )1,314693;;432 −⇒−=−−=−−= Tfxxxf . 

 
 El valor de la pendiente se obtiene es ( ) ( ) mgfm ==== 33'3' . 
 
 Sabiendo que la recta que pasa por un punto conocida la pendiente viene dada por 
la fórmula ( )00 xxmyy −=− , la recta tangente es: 
 

( ) ( ) 043331;;331 =−−≡⇒−=+−=−−≡ yxtxyxyt  
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c ) 

 Los puntos de corte de la función 
( ) 442 −−= xxxf  con los ejes de coor-

denadas son los siguientes: 
 

( )

( ) ( )

( )4,00

0,10,4

1

4

2

53

2

1693

0430

2

1

2

−⇒=⇒

−⇒

⇒








−=
=

⇒
±=+±=

=−−⇒=⇒

CxYEje

ByA

x

x
x

xxxfXEje

 

 
 La representación gráfica de la 
situación es la de la figura. 
 
 Teniendo en cuenta que todas las 
ordenadas de la superficie a calcular son 

negativas, su valor es el siguiente: 
 

( ) ( ) ( ) ( )

Su

x
xx

dxxxS

==−=

=−−=−−=++−+−−=







−−−

−







−−−−−=







 −−=−−=
−−

∫

2

23

231

4

231

4

2

6

125

6

139264

6

1309264

3

65

2

3
441624

3

64
4

2

3

3

1
4·4

2

4·3

3

4

1·4
2

1·3

3

1
4

2

3

3
·43
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OPCIÓN B 
 
CUESTIONES 
 
1º) ¿En qué punto la recta tangente a la función ( ) xexxf ·=  es paralela al eje de absci-
sas? Escriba la ecuación de la recta tangente en este punto. 
 

---------- 
 
 Las rectas paralelas al eje de abscisas tienen de pendiente cero. 
 
 La pendiente a una función en un punto es el valor de la derivada de la función en 
ese punto: 
 

( ) ( ) ( )xfxeexexf xxx '1··1' =+=+=  

 
 ( ) ( ) 1;;01;;010' −==+=+⇒== xxxexfm x  
 
 La recta tangente es paralela al eje de abscisas para el valor x = -1. 
 
 El punto de tangencia pedido es el siguiente: 
 

( ) 






 −−⇒−=−=− −

e
P

e
ef

1
,1

1
·11 1 . 

 
 Sabiendo que la pendiente es cero y que la ecuación de la recta que pasa por un 
punto conocida la pendiente viene dada por la fórmula ( )00 xxmyy −=− , la recta tan-
gente es: 
 

( ) 010
1

;;03·0
1 =+≡⇒=+=−=






−−≡ eyt
e

yx
e

yt  
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2º) Considere los puntos ( )3,1,1 −− aP , ( )aaQ −− 1,2,0  y ( )aR 66,1,2 −− . 
 
a ) Halle el valor de a para el cual los tres puntos están alineados. 
 
b ) Cuando los tres puntos están alineados, ¿cuál es la ecuación de la recta r que los con-
tiene? 
 

---------- 
 
a ) 
 Para que los puntos ( )3,1,1 −− aP , ( )aaQ −− 1,2,0  y ( )aR 66,1,2 −−  estén 

alineados es necesario que los vectores PRvyPQu ==  sean linealmente dependien-
tes: 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) vaaaaPRPRv

uaaaaPQPQu

=−−=−−−−−=−==

=−−−=−−−−−=−==

63,,33,1,166,1,2

2,1,13,1,11,2,0

 

 
 Los vectores PRvyPQu ==  son linealmente dependientes cuando sus com-
ponentes son proporcionales: 
 

3
63

21

3

1 =⇒
−

−−=
−
−= a

a

a

a
 

 
b ) 

 
Para determinar la recta r consideramos uno cualquiera de los puntos y uno cual-

quiera de los vectores para el valor de a obtenido: ( )3,2,1−P , ( )5,1,1 −−=u . 
 
Por ejemplo, la expresión por unas ecuaciones continuas de la recta r es: 

 

5

3

1

2

1

1

−
−=

−
−=+≡ zyx

r  
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3º) Busque sus extremos relativos y los puntos de corte con los ejes, y haga una repre-
sentación aproximada de la curva de ecuación 24 xxy −= . A continuación, calcule el 
área del recinto limitado por esta curva y el eje de abscisas. 
 

---------- 
 
 Por tratarse de una función polinómica y par, es continua y derivable en su do-
mino, que es R, y también es simétrica con respecto al eje de ordenadas. 
 
 Los puntos de corte con los ejes de la curva son los siguientes: 
 

( )
( )
( )

( )











−→−=

→=

→=

⇒=−=−⇒=⇒

0,11

0,11

0,00

010

3

2

1

2224

Cx

Bx

Ax

xxxxyXEje  

 
Para determinar los extremos relativos de la función recurrimos a las sucesivas 

derivadas: 
 

xyxyxxy 24''';;212'';;24' 23 =−=−= . 
 
 Una función tiene un máximo o un mínimo relativo en un punto cuando su prime-
ra derivada es cero: 
 

( )
2

2

2

2
;;00122;;024' 321

23 −===⇒=−=−= xyxxxxxxy . 

 
La condición anterior, que es necesaria, no es suficiente, cumpliéndose que: 

 
 La función tiene un máximo relativo para los valores que anulando la primera de-
rivada hacen que la segunda derivada sea negativa y, tiene un mínimo relativo para los 
valores que anulando la primera derivada hacen que la segunda derivada sea positiva: 
 

( )

( )













±=⇒>=−=−=±

=⇒<−=

⇒−=

2

2
04262

4

2
·12''

0020''

212''

2
2

2

xparaMínimosy

xpararelativoMáximoy

xy  

 
( ) ( )0,0:00 OrelativoMáximoy ⇒= . 

 

( ) ⇒−=−=−=









±−










±=±

16

3

16

41

4

1

16

1

2

2

2

2
24

2
2y (teniendo en cuenta la simetría) 
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









−










−−⇒

16

3
,

2

2

16

3
,

2

2
: QyPMínimos  

 
La representación gráfica, aproximada, de la curva es la siguiente: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Teniendo en cuenta la simetría de la función, que todas las ordenadas correspon-
dientes a la superficie son negativas, el área pedida es la siguiente: 
 

( ) ( )

Su

xx
dxxxdxxxS

==+−=






 +−=

=














 −−=






 −=−=−−= ∫∫

2

350

1

350

1

24
1

0

24

15

4

15

53
·2

3

1

5

1
·2

3

1

5

1
0·2

35
·2··2··2

 

 
********** 
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y = x4 – x2 
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1 
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4º) Encuentre la ecuación de la recta r contenida en el plano 0262 =−++≡ zyxπ , que 
corta a los ejes OY y OZ. 
 

---------- 
 
 Los puntos de corte del plano 0262 =−++≡ zyxπ  con ejes OY y OZ son los 
siguientes: 
 

( )









⇒=⇒









=
=

⇒

⇒=⇒








=
=

⇒

3

1
,0,0

3

1

0

0

0,1,01
0

0

Qz
y

x
OZEje

Py
z

x
OYEje

 

 
 El vector director de la recta r es cualquier vector v  que sea linealmente depen-

diente del vector w  que determinan los puntos P y Q: 
  

( ) ( )1,3,0
3

1
,1,00,1,0

3

1
,0,0 −=⇒







 −=−






=−== vPQPQw . 

 
Considerando, por ejemplo, el punto P(0, 1, 0), la expresión de r por unas ecua-

ciones paramétricas es la siguiente: 
 









=
−−=

=
≡

λ
λ

z

y

x

r 31

0
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PROBLEMAS 

 

5º) Considere la recta de ecuación 
2

1

2

2 −=−=≡ zy
xr . 

 
a ) Exprese el cuadrado de la distancia de un punto cualquiera A(x, y, z) de la recta r al 
punto P(1, 2, 5) como una función de la coordenada x. 
 
b ) Halle qué valor de x hace mínima esta función, deduzca qué punto Q de la recta es el 
más próximo a P y calcule la distancia del punto a la recta. 
 
c ) Escriba la ecuación de la recta s que pasa por P y Q, y compruebe que el perpendicu-
lar a la recta r. 

---------- 
 
a ) 

 La expresión de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es 








+=
+=

=
≡

λ
λ

λ

21

22

z

y

x

r  y 

un punto genérico de r es de la forma ( )λλλ 21,22, ++Q . Teniendo en cuenta que 
λ=x , el punto A(x, y, z) sería de la forma: ( )xxxA 21,22, ++ . 

 
El cuadrado de la distancia del punto ( )xxxA 21,22, ++  al punto P(1, 2, 5) es el 

siguiente: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1718916164412

42215212221

2222

22222222

+−=+−+++−=

=−++−=−++−++−===

xxxxxxx

xxxxxxPQdxf

 

 
( ) 17189 2 +−= xxxf  

 
b ) 
 
 Para que el valor de f(x) sea mínima, la derivada tiene que ser cero: 
 

( ) ( ) 1;;0101181818' ==−⇒=−=−= xxxxxf  

 
 El punto ( )λλλ 21,22, ++Q  de menor distancia a P es para 1== xλ , que es: 
 

( )3,4,1Q  

 

Teniendo en cuenta que ( ) ( ) 17189 222 +−=== xxPQdxf , será para x = 1: 
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PQPQ
dunidadesd ===+−=+−= 22817189171·181·9 2  

 
c ) 
 
 La recta s que pasa por P y Q tiene como vector director a cualquier vector u  

que sea linealmente dependiente del vector PQw = : 
 

( ) ( ) ( ) ( )1,1,02,2,05,2,13,4,1 −=⇒−=−=−== uPQPQw  

 
La expresión de la recta s es por unas ecuaciones paramétricas es (teniendo en 

cuenta que pasa por P y tiene como vector director a u ) la siguiente: 
 









−=
+=

=
≡

λ
λ

3

4

1

z

y

x

s  

 

El vector director de la recta 
2

1

2

2 −=−=≡ zy
xr  es ( )2,2,1=v . 

 
 Para que los vectores vyu  sean perpendiculares su producto escalar tiene que 
ser cero: 
 

( ) ( ) ...,02202,2,1·1,1,0· dqcvuvu ⊥⇒=−+=−=  

 
( )...., cqcrrectalaalarperpendicuesPQsegmentoelefectoEn  

 
********** 
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6º) Discuta el siguiente sistema 








=++
=++

=++

1236

1022

52

zypx

zpyx

zyx

 en función del parámetro p. Dé la 

interpretación geométrica del sistema en cada caso y resuélvalo cuando sea compatible. 
 

---------- 
 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

  
















=
















=
12

10

5

36

22

121

'

36

22

121

p

pMy

p

pM  

 
 El rango de M en función del parámetro A es el siguiente: 
 

4;;3
2

17

2

17

2

46497

0127;;012712124123

36

22

121

21

222

==⇒
±=±=−±=

=+−=−+−=−−−++==

ppp

ppppppp

p

pM

 

 

adoerCompatibleincógnitasnMRangoMRango
p

p
Para mindetº3'

4

3
⇒===⇒









≠
≠

 

 

{ } { }

3'039696486045606036

1263

1032

521

,,

12

10

5

363

232

121

'3 42131

=⇒≠=−=−−−++=⇒

⇒⇒=⇒
















=⇒=

MRango

CCCCCMpPara

 

 
leIncompatibMRangoMRangopPara ⇒≠⇒= '3  

 

{ } 2'2

12

10

5

364

242

121

'4 12 =⇒=⇒
















=⇒= MRangoFFMpPara  

 
adoerInCompatibleincógnMRangoMRangopPara mindet.º2'4 ⇒<==⇒=  
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La interpretación geométrica de cada caso es la siguiente: 

 

.tan
4

3
puntounencorseplanostreslos

p

p
Para









≠
≠

 

 
º3secº3º13 alantesyparalelossonyplanoslospPara ⇒=  

 
º2secº4º14 alantessyescoincidentsonyplanoslospPara ⇒=  

 
 

Resolvemos para 43 ≠≠ pyp  por la Regla de Cramer: 
 

( )( ) ( )( )
( )

( )( )

x
p

pp

p

pp

p

pp

pp

pp

p

x

=
−

−=

=
−−−

−=
−−−

−=
−−−

−−−++=
−+−

=

3

3

43

43

43

123

43

606012486015

127

3612

210

125

2

 

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) y
pppp

pp

pp

p
y ==

−−−
=

−−−
−−−++=

−−−
= 0

43

0

43

302410102430

43

312

2102

151

 

 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )
( )( )
( )( )

( )

( )

( ) ( )( )12545
5

12
448325

5

12
;;4

10

832

10

6432

10

960102432
;;048325*

(*)
3

1255

43

12545

43

48325

43

48325

43

48605206012

43

126

102

521

2

21
2

2

22

−−=






 −−=+−

==⇒
±=±=−±==+−

=
−
−=

−−
−−=

−−
+−=

=
−−−
−+−=

−−−
−−−++=

−−−
=

pppppp

ppppp

z
p

p

pp

pa

pp

pp

pp

pp

pp

ppp

pp

p

p

z
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 Resolvemos para p = 4. El sistema resulta: 








=++
=++

=++

12364

10242

52

zyx

zyx

zyx

, equivalente al sis-

tema 








=++
=++
=++

12364

52

52

zyx

zyx

zyx

 y también al sistema 




=++
=++

12364

52

zyx

zyx
. 

 
 Parametrizando la variable λ=z , resulta: 

 

λλλ

λ
λ

λ
λ

2
14;;82;;523

3
31264

31563

31264

52

−=−=−=+−

−=⇒




−=+
+−=−−





−=+
−=+

yyy

x
yx

yx

yx

yx

 

 

R

z

y

x

Solución ∈∀








=
−=

−=
λ

λ
λ ,4

3

: 2
1  
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