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PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
COMUNIDAD DE CATALUNA

JUNIO — 2007

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Responda a TRES de las cuatro cuestiones y resu&l® de los dos problemas.
En las respuestas, explique siempre qué hace gugor

Las cuestiones valen dos puntos y el problemantbpu

Puede utilizar calculadora cientifica para el aiélale funciones exponenciales,
logaritmicas, trigopnométricas y especiales, asiccpara realizar calculos estadisticos.
No se podran utilizar calculadoras u otros instmi@& con mas prestaciones que las
mencionadas.

OPCION A
CUESTIONES
., . X+y+z=1
1%) Encuentre la ecuacion del plangerpendicular a la recta= ox+y=3 gue pa-

sa por el origen de coordenadas.

La expresion de la recta r por unas ecuacionesvgdricas y un vector director
de la misma son los siguientes:

X+y+z=1
r= = X=A;;,y=3-21;; z=1-A-3+2A=-2+1=7 =
2x+y =3 S —
X=A
= r=dy=3-21 ;; v=( -21)
z=-2+A

El planon tiene como vector normal al vector director deeleta; por otra parte,
por pasar por el origen de coordenadas carecemamtéindependiente, por lo cual, su
ecuacion general es:

nN=Ex-2y+z=0
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2%) La funcion derivada f'(x) de cierta funcion tooa f : R -~ R es una funcion a tro-
zos formada por las semirrectas del dibujo adjunto.

A ,
a ) Diga si f(x) es derivable en todos los puntos Y 1 f'(x)
de Ry por qué.
b ) Estudie el crecimiento y de crecimiento de o 1 2 X
f(x). ~

c ) Encuentre si f(x) tiene algun extremo relativo
y, Si es asi, para qué valor de x y de qué tipo.

d ) Sabiendo que f(0) = 1, calcule el valor de.f(1)

Justifique todas las respuestas.
a)

La funcién es derivabléix OR, excepto para x = 1 porque sus derivadas por I:
izquierda y por la derecha son diferentes paravedoe.

b)

La funcion es creciente cuando la derivada esipasy decreciente cuando la
derivada es negativa; teniendo en cuenta que @Adiures continua en R, los periodos
de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

Creciente= (-, 2) ;; Decrecient = (2, +o)

c)
Una funcion tiene un extremo relativo para looked que anulan la derivada.

La funcidn f(x) tiene un extremo relativo para 2.=

Para diferenciar en un extremo relativo si setdg un maximo o de un minimo
se recurre a la segunda derivada: si la segundadares positiva se trata de un mini-
mo relativo y si es negativa se trata de un maxatativo.

Por ser la funcién f'(x) decreciente para x =2dsrivada, o sea ’(x) es negati-
va, por lo cual:
La funcion f(x) tiene un maximo relativo para x = 2

d)
1 six<l
La funcion derivada dada €3(x)={2-x . Ly POr lo que la funcion f(x) es
— SI X
2

la funcion definida a trozos, que son cada unollde & integral indefinida de los tro-
z0s que determinan a la funcion derivada.



Siendojl-dx:x+k e j%-dx:j(l—%xj-dx:x—%x%C, la funcion es

X+ k si x<1
,conk, COR.

de la formaf (x) =
() —Ex2+x+Csix>1

Teniendo en cuenta que para x = 0f¢g) = x+k y que el valor de la funcion es

f(0) = 1, tiene que serk = 1.
Para determinar el valor de C tenemos en cuergd(gy es continua en R, lo
cual significa que los limites laterales tienen gaeiguales e igual al valor de la fun-

cion en ese punto:

lim [im
X > 1 f(x)_xﬁl()ﬁl)_g_f(l) 1 3
[im [im 1 1 - C:1+§:E:C
Cf(x)= (——x2+x+Cj:——+1+C:2 —
X -1 X -1\ 2 2
X+1 si x<1
y f(1) = 2.

La funcion esf (x)=1 1 , 3 .
_EX +x+§ Sl x>1
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32) Calcule los valores del parametr@a&,0, que hacen que las tangentes a la curva d
ecuaciony = ax' + 2ax® —ax+1512 en los puntos de inflexion sean perpendiculares.

Los puntos de inflexion de una funcion son lo®ked de x que anulan la segun-
da derivada:

y'=4dax’ +6ax’ -a ;; y'=12ax* +12ax=12ax(x+1)=0 = x, =0 ;; x, =-1

Sabiendo que la pendiente a una funcién en uromseél valor de la derivada en
ese punto, para los valores obtenidos sera:

m =y'(0)=-a=m ;; m, =y(-1)=4a-(-1°+6a-(-1)°-a=-4a+6a-a=a=m,

Teniendo en cuenta que las rectas perpendicuiaren las pendientes inversas
y de signo contrario, tiene que ser:

m=-— = —a=-1 nat=1=a=1;a=-1
a
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42) Halle los puntos de la reatee x-1=y+2 =2z que equidistan de los siguientes pla-
nos: 7, =4x-3z-1=0 y n,=3x+4y-1=0.

Los puntos que equidistan de los plampsy 7, son los planos: y 7', bisecto-
res de los planos, y 7n,.

La distancia de un punt®(x,, y,, z,) a un planar = Ax+By+Cz+D =0 viene
_| A% +By, +Cz +D|
\/A2+BZ+C2 ’

dado por la formulad(P,, a)

Considerando un punto genérico P(X, y, z) quedtsfai de los planog, y 7, y
aplicando la férmula queda:

4P, 7)=d(p, ) [ XT7U _[xrdy-1] | [ax=8z-d] [y
T T o JEeae0 T 2S 25

= |4x-3z-1| =|3x+4y-1].
Considerando signos iguales y diferentes se olrtiExseplanosz y n':

NN = 4x-3z-1=3x+4y-1 = n=x-4y-3z=0

T = 4x-3z-1=-3x-4y+1 = m=7x+4y-3z-2=0

La rectar = x-1=y+2 =2z expresada por unas ecuaciones paramétricas ies la
guiente:

x=1+A
r=Jy=-2+] y sus puntos genéricos son de la fomdfta+ 1, —2+4, A).
z=A1

Los puntos pedidos son las intersecciones de fa reon los planos y 7n':
mT=X-4y-32=0

= (1+1)-4(-2+2)-34=0 ;; 1+1+8-44-31=0;;9=641 ;;
P@+A,—2+A,A)




x=1+1=1+5=2
2 2
— y:—2+A:—2+§:—l = A§’ —E’E
2 2 2 2 2
3
Z=—
2

mT=E7x+4y-3z2-2=0
=71+2)+4(-2+1)-341-2=0;; 7+7A-8+441-31-2=0
P(1+/1, -2+ A, )I)

81=31; /12:§ =
8

x=1+A=1+>=11
8
— y:—2+A :—2+:_3:—E’ = B(E’ —E’ :_gj
8 8 8 8 8
3
Z=A==
8
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PROBLEMAS

1°) Un almacén tiene forma de prisma recto de baadrada y un volumen de 768.m
Se sabe que la pérdida de calor a través de ladgmlaterales vale 100 unidades por
m?, mientras que a través del techo es de 300 urddamreni. La pérdida por el suelo
es muy pequefia y se puede considerar nula. Cdésutimensiones del almacén para
que la pérdida de calor sea minima.

Sean las dimensiones del almacén las
indicadas en el dibujo adjunto.

. : o La relacion que existe entre las di-
mensiones del lado de la base y la altura
e & : pueden relacionarse a partir del volumen:

sresErYensess

»
NN 3] PN
>=->:-:-:->>>.‘9>:-:-:->>>=-:-:-:-:->
N I N S M I S N N I I S N
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>

768

X2

V=x*h=768 = h=

»

<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>

<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<

X La pérdida total de calor es la siguiente:

P=4-(x-h) 100+ x* - 300= 400xh+300x* = P.

Sustituyendo el valor obtenido de h en la expred®P, resulta:

P =400x - 7—628+ 300x* = 300x* +307200- 1 :
X X

Para que la pérdida de calor sea minima tiens@ueero su derivada:

307200 . W = 307200_ 3072

P'=600x—-307200- iz =0 = 600x =——— ;; =512
X X 60C
x =3/512 =8 metros= x h= 728 = 78(28 = 7628 =12 metros=h
—_— X

Para justificar que se trata de un minimo teneguesdemostrar que la segunda
derivada es positiva para el valor de x = 8:

Pr= x+307200- 2 = P"(8)>0, cq.j.
X

3
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2°) En el espacio se consideran los plamps x+2y+z=1=0, 77, = px+y+ pz=1Yy
7, = px+y+2z=1.

a ) Averigle para qué valores de p los tres plaeasrtan en un Unico punto. Halle es-
te punto cuando p = 1.

b ) ¢Hay algun valor de p que hace que la intei@@@omun sea una recta? Si es asi,
escriba la ecuacion vectorial de esta recta.

¢ ) Encuentre cudl es la posicion relativa deres planos cuando p = %.

a)
Para que exista un punto perteneciente a lopka@es es necesario que el siste-

ma que forman sea compatible determinado y, lagolwel sistema son las coordena-
das del punto de corte.

X+2y+z=1
El sistema formado por los tres planospes y + pz=1; y las matrices de coefi-
px+y+2z=1
1 1 2 11
plyM=p 1 pl1].
2 p 1 21

RN

1
cientes y ampliada sox =| p
P

Para que el sistema sea compatible determinadanges de M y M’ tienen que
ser ambos tres:

1 2 1
IM|=|p 1 p|=2+p+2p’-p-p-4p=2p°-5p+2=0
p 1 2

0= 5£+/25-16 _5%/9 _5%3

4 4 4

1
= P =23 p1=5

Los planos 7, 71, y m, tienenun punto en comunOpUOR, {p £2, p# %}

Xx+2y+z=1
Para p = 1 el sistema resultax+y+z=1; y |[M|=2-5+2=-1.
X+y+2z=1

Para determinar el punto de corte resolvemosteinsgspor Cramer:



2 1
11

1 2| 2+1+2-1-1-4 _

._1 - ._1 - —
2 1

11

11

——=0=z = P{L0 0

-1

1

X
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OPCION B
CUESTIONES

2
1) Considere la funcién definida p6fx) :X—:ll. Calcule cuanto vale la pendiente de
X

la recta tangente a su grafica en el punto de sgck 0. Averigle si hay otros puntos
en los que la pendiente de la tangente sea idaalaenida.

Para x = 0 el punto de tangenciafdg) = %+1 =1 = P(0, 1).

o 2 (x+1) - +1-1_2x?+2x-x*-1_ x> +2x-1_ _,
()= (x+1)° B (x +1)° C (x+2) = ')

El valor de la pendiente esn= f'(0) = 1—21 =-1=m.

Sabiendo que la ecuacién de la recta que pasangmunio conocida la pendiente
esy-y, =m(x-x,), latangente es:

y-1=-1x-0)=-x = t=x+y-1=0

2
. . - + -
Si hay otras rectas tangentes con la misma peediene que sex(rizf)zl =-1
X+

x2+2x-1=—(x+1)° ;; x*+2x-1=-x*-2x-1;; 2x*+4x=0 ;; 2x(x+2)=0 =

=0 . ., Ny
= {f S, 7 En efecto: para x = -2 la pendiente a la funciotag®ién m = -1.

2

4+1

El otro punto de tangencia é¢-2) = — i1

=5 = Q-2 -5)
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22) Considere la funcioly = f(x) definida paraxd[0, 5] que aparece dibujada en la

V& figura adjunta.

5 f(x)
a ) ¢Cudl es la expresion de su funcion derivad:
1 cuando existe?

»

O 12 8 4 5x  b)Calculef f(x) - dx.

a)
X si0sx<2
La funcion de la figura e$(x)=1 2 si 2<sx<4.
—g Ssi 4<x<5
1 siOsx<2
La funcion derivada de f(x) eB(x)={ 0 si 2<sx<4
—% si 4<x<5
b)

I
1
|><
N
L 1
o N
+
N
R
N W
I
|I\J
N
|
o
+
N
w
|
N
N
I

=2+6-4=4U’=S
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x-y-1=0
x+z+2:0que

pasa por el punto P(1, 1, 2). ¢Qué distancia segsaeapunto del origen de coordena-
das?

32 ) Determine la ecuacion del plamoperpendicular a la recnas{

La expresion de la recta r por unas ecuacionesvgdricas y un vector director
de la misma son los siguientes:

x-y-1=0
r = = z2=A;;, x=2-A;;, y=x-1=-2-A-1=-3-A=y =
X+z+2=0 A 4
Xx=-2-A
= r=ly=-3-4 ;; v=(-1 -11)
z=A

El plano 7z, por ser perpendicular a r, tiene como vector mbahvector director
de la recta, por lo cual, su ecuacion general éa fbeman =-x-y+z+D =0.

Como el planar contiene al punto P(1, 1, 2) tiene que satisfagarcuacion:

ﬂE—X—y+Z+D:O}
= -1-1+2+D=0;; D=0.
P(1 1 2) —

n=Ex+y-z=0

El plano n carece de término independiente por lo cual pasaeborigen de
coordenadas.

La distancia del plano al origen es cero.
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1 0 -1

49) Sea la matriA=|4 1 -m|. Determine los valores de m para los que el ralego
O m 3

la matriz A es menor que 3. ¢ Puede ser Rang Aard glgun valor de m?

10 -1
Rang|A|=4 1 -m|[=3-4m+m’=m’-4m+3=0.
O m 3

_A4+16-4-3 _4£V16-12 44 _4:2 _
2 2 2 2

m

m=3;, m=1

m=1
Para { 2}: El rango de A es menor que 3.
m=

La matriz A tiene como menor complementario deh@nto g al determinante

1
4

0 .
1‘ =1# 0, cuyo rango es distinto dos, por lo cual:

El rango de A no puede ser 1 para cualquier valgrde m.
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PROBLEMAS

1°) Dada la funciorf (x) = e .

a ) Encuentre su dominio y las posibles interse@saon los ejes.

b ) Encuentre los intervalos donde crece y degrdags extremos relativos.
¢ ) Encuentre sus posibles asintotas

d ) Haga la representacion gréafica aproximada denleion.

a)
Se trata de una funcidn exponencial que estaidafpara cualquier valor real de
X, por lo tanto:D(f )= R.

Para x = 0 resultd (0) = e° =1, por lo que corta el eje Y en el punto A(0, 1).

Por serf(x)=e™ "> >0, OxOR, la funcién no corta a X.

b)

Para estudiar los intervalos de crecimiento y e@griento recurrimos a la fun-
cion derivada:
f'(x)=(-2x+2) . e* =0 = -2x+2=0 ;; x=1.

Para x<1 = f'(x)>0 = Crecienteen (-, 1)

Para x>1 = f'(X) <0 = Decrecien¢ en (:L +°°)

Para determinar si existe un maximo o un minima pa= 1 recurrimos a la se-
gunda derivada:

fr(x)=-2. e +(-2x+2)° - e =" (-2-2x+2)=-2x - ¥ = f"(x)

fr())=-2-1-e*? =-2e<0 = Maximo (absolutg para x=1

f(1)=e™ =2 = Méaximo: B(1, e)

c)
Por tratarse de una funcidn exponencial care@sigotas verticales y oblicuas.



Las posibles asintotas horizontales son los v&ldeslos limites de la funcion
cuando x tiende a mas infinito y a menos infinito:

= e = =

El eje X es asintota horizontal de la funcion.

[im f(x) [im e Z g 2

d)
La representacion gréafica de la funcion es, apragamente, la siguiente:
\(Ak
3 D
e D
2
1 f(x)
A
- y=0 —
O 1 2 XV
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2x-5y-z-3=0

o) i = = —_ i =
2°) Considere la recta= {x—3y—z—2:o y el planon =2x-y+az+2=0, donde a

es un parametro.
a ) Encuentre un vector director de la recta yextor perpendicular al plano.
b ) ¢ Cual tiene que ser el valor de a para quecta i el plano sean paralelos?

c ) AverigUe si existen valores de a para los guedta y el plano sean perpendiculares.
En caso afirmativo, calculelos.

d ) Averigle si existen valores de a para los guedta y el plano formen un angulo de
30°. En caso afirmativo, calculelos.

a)
Un vector perpendicular al planpes n =(2, -1, a).

Para encontrar un vector director de la rectaexfmesamos por unas ecuaciones
parameétricas:

2x-5y-z-3=0 2x-5y=3+1] 2x-5y=3+/
= = z=4 3 = y=-1-4
x-3y-2-2=0 Xx-3y=2+1] -2x+6y=-4-2]
Xx=-1-24
X=3y-z-2=0;; X=3y+A+2=-3-31+A+2=-1-2A=x => r=<y=-1-4
z=A1

Un vector director de r es = (-2, -1, 1).

b)

Para que la recta r y el plamo sean perpendiculares es necesario que el vect
director de la recta y el vector normal del plaearsperpendiculares, o0 sea, que su pro:
ducto escalar sea cero:

—_—

n '72(2, -1 a)-(-2 -11)=0;; -4+1+a=0;; a=

w

c)
Para que la recta r y el plamosean paralelos, el vector director de la recth y e
vector normal del plano tienen que ser paralelea®ay que sus componentes han de se
2 -1 _a
proporC|onaIeS— rF—=— =
2 -1 1

No existe ningun valor real de a para que la reetigplano sean paralelos.



d)

La recta r y el plana formaran un angulo de 30° cuando el vector diraidxda
recta y el vector normal del plano formen un angld®0°.

Aplicando la formula del producto escalar de dectares:

—_—

n-v:‘nHv‘-cosGOo =

= 1) o LY=o e (P e L
-4+1+a=+4+1+a’ \/m% ;; 2-(a—3):«/a2+5-\/6 "
4.(a-3=6-(a°+5);; 2-(a®-6a+9)=3a’ +15 ;; 2a> -12a+18=3a’ +15 ;;

a7 +122-320 :: a= —121\/2144+12 _ —1212\/156 _ —1212 4-39 —12122\@ _

=-6+4/39 = a, =-6++39 ;; a, =-6-+/39

*kkkkkkkkk



