I.E.S. “CASTELAR” BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
COMUNIDAD DE CATALUNA

JUNIO — 2008

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Responda a TRES de las cuatro cuestiones y resudl@ade los dos problemas. En
las respuestas, explique siempre qué hace y por qué

Puede utilizar calculadora cientifica para el dalae funciones exponenciales, loga-
ritmicas, trigonométricas y especiales, asi conmra pealizar célculos estadisticos. No
se podran utilizar calculadoras u otros instrumeiice lleven informacion almacenada
0 que puedan transmitir o recibir informacion.

OPCION A

CUESTIONES

12) Se sabe que cierta funcién derivable F(x) ierifueF'(x)= T y FQ1) =

a ) Calcular F(x).

b ) Calcular el area comprendida entre F(x), e8fedesde x = 0 hasta x = 1.

a)
1 3
F x)—jF'(x)-dx+C—ji-dx+C—J'x_‘1‘ -dx+C = X rc=Xics Ux® +C=F(x)
= = - =X
-—+1 —
4
Sabiendo que F(1) = 3> 4\/1_3+c 3; §+c 3:4+3C=9 ;: 3C=5 C=§-

F(x)= 24 +2 =L (a4 +5)= F(x

"3 3 3

b)
Por ser todas las ordenadas de la funcién F(iiyasOxOD(F), el area pedida
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es la siguiente:

11 4 5 4
S= j§(4\/_+5) dx—— j\/_ dx+— jdx—— x +§-[x]f)=§-
0 +1

0
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29) Considera las matric@&-@ _Zj y B:(; _32j. Se pide:

a ) Hallar la matriz M, cuadrada de orden 2, ta Nu- A = B.
b ) Comprobar que Rk |, (matriz identidad de orden 2) i deducir la expiesie M.

a)

Multiplicando por A, por la derecha, los dos términos de la expreionA =
B, resulta:

M-A-A'=B-A" ;; M:-1=B-A" ;; M=B-A" (¥

Para hallar la matriz inversa de A utilizamos étono de Gauss-Jordan:

(A/I):(l _3‘ ! Oj = {F, - F,-2F} = (1 _3‘ ! Oj = {Fz qz—lan} =

2 2|01 0 8|-21

= Al= ¥
Y
.\ 4 8

Sustituyendo el valor obtenido de' &n la expresion (*):

ool 24 Pt O o

:>1_3loz>{F F+3F}:>1O%
0 1 R 01

ol olw

®l= olw
N

1
4

o~

-1
4

—+

AN Al

—+

®l= olw
INNF N
ol olw
Nl Alw

N olw

b)
-1 3\ (-1 3 143 -343) (1 0
2 — 2 4 2 4 | — 4 4 8 8| —12 —
2 2 2 2 4 4

Mn_

M - Si n esimpar
I, - Sines par
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X+ y+(m—1)z:1
33) Discutir el sistemax+(m-1)y+z=m-1 en funcién de los valores del parametro m.
(m—l)x+ y+z=m+2

IM|=| 1 m-1 1 |=m-1+m-1+m-1-(m-1)°-1-1=3m-5-(m-1f=

:3m—5—(m3 -3m? +3m—1):—m3+3m2 -4=0; m-3m*+4=0

Resolviendo por Ruffini:

1 -3 0 4
-1 -1 4 -4
1 4 4 0
2 2 4
1 -2 0
2 2
1 0|

Las soluciones diferentes sonparam=-1y m =2,

m# -1
Para { . }:> RangoM =RangoM'=3=n° incog. = Compatible Determinado
1 1 -2 1
Param=-1= M'=| 1 -2 1 -2| ={C,=C,} = RangoM'=2
-2 1 1 1

Para m=-1= RangoM = RangoM '=2<n° inc6g = CompatibleIndeterminado

111
Param=2= M=|1 1 1| = RangoM =1
111



1111
Param=2—= M'=|1 1 1 1| = RangoM'=2
1114

Para m=2 = RangoM =1 ;; RangoM'=2 = Incompatilke
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43) Halle la ecuacion de la recta r perpendiculalano n=2x-y+z+3=0, que pasa
por el punto del plano P(-1, 3, a).

El vector normal del plano es =(2 -1 1), que también es vector director de la
recta r pedida, o sea; =(2, -1 1).

El punto P(-1, 3, a), por pertenecer al plano2x-y+z+3=0, tiene que satisfa-
cer su ecuacion:

T=2Xx-y+z+3=0
= 2.(-1)-1.3+a+3=0;; -2-3+a+3=0;;a=2= P(-1 3 2)
P(-13 a)

La recta r pedida, dada por unas ecuaciones parease es:

Xx==1+21
r=y=3-A1 , OAOR
zZ=2+A
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PROBLEMAS

1°) Considera una funcién f(x) cuya representagiéiica en el intervalo (-3, 3) es la
gue indica la figura adjunta. Se pide:

a ) Determinar las coordenadas de los puntos

A
Y extremos (maximos y minimos) relativos.
1
f(x) b ) Estudiar el crecimiento y decrecimiento de
, lafuncion en el intervalo (-3, 3).
/ 2 1 O /1 2 \X
c ) Hacer un esbozo de la grafica de la derivade
/ -1 \ de esta funcién.

d ) Sabiendo que la funcion es de la forma
f(x)=ax* +bx? +c, hallar de que funcién se trata.

a)
Méaximos A(-2 1) y B(2 1) ;; Minimo: C(0, -12)
b)
Crecimieno: (-3, -2)0(0, 2) ;; Decrecimiato: (-2, 0)0(2, 3)
c)

Teniendo en cuenta que la derivada se anula paraalores x =-2, x =0y x =2
y considerando los periodos de crecimiento y déoiento, la representacion gréfica,
aproximada, de la funcion derivada es la expreaamatinuacion:

\ AY
1

{0

d)

f(x)=ax* +bx® +c

Por pasar poA(-2,1) = 1=a-(-2)* +b-(-2)° +c ;;16a+4b+c=1 (1)



Por pasar poB(2, 1) = 1=a-2*+b -2 +c ;;16a+4b+c=1 (1)
Por pasar po€(0, -1) = -1=a-0*+b-0*+c ;; c=-1
Sustituyendo el valor de ¢ en (1) resulta la eiémarsa+4b-1=1, equivalente a:

l6a+4b=2 ;; 8a+2b=1 (2

Para disponer de otra ecuacion tenemos en cuspdaddo c) que la derivada se
anula, por ejemplo, para x = 2:

f'(x)=4ax +2bx = f(2)=0 = 32a+4b=0 ;; 8a+b=0 (3

Resolviendo el sistema formado por (2) y (3):

8a+2b=1] 8a+2b=1
8a+b=0

= b=1;, 8a+b=0;; 8a+1=0 ;; a=-
-8a-b=0

ol

f(x):—éx4 +x2 -1
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2 -1 1 2
remos encontrar la ecuacion de la recta m quepmasal punto P y que corta a las rec-
tas ry s. Para conseguirlo:

2°) Dadas las recta&%:—z— s== —= = Z;‘E’ y el punto P(1, 1, -1), que-

a ) Encuentre la ecuacién general o cartesianplaieb n que contiene a la rectar y al
punto P.

b ) Encuentre el punto M, interseccién del planoon la recta s.
¢ ) Encuentre la ecuacion de la recta t que pasBgpuntos P y M.
d ) Compruebe que la recta t es la misma rectaansgubusca.

a)
Un punto de r es Q(2, -1, 0) y su vector diree®wr, =(1, 2, -1). El vector que
determinan los puntos Py Q @s=PQ=Q-P=(2 -1,0)-(1 1 -1)=(1, - 2 1).

La ecuacion general del plamoque contiene a la recta r y al punto P es:

L x-1 y-1 z+1
I{Q w,vﬁz 1 2 -1[=0;; 2(x-1)-2(z+1)-(y-1)-2(z+1)-2(x-1)-(y-1)=0
1 -2 1

-2(y-1)-4(z+1)=0 ;; -2y+2-4z-4=0

m=Ey+2z+1=0

b)
La interseccion del plans con la recta s es la solucion del sistema forngemto
ambos.

La expresion de la recte X;1= y;7 = Z;5 por unas ecuaciones paramétricas es
X=1+A
la siguientes= y=-7+24.
z=-5+34
mT=Ey+2z+1=0
X=1+A

= -7+21+2-(-5+31)+1=0 ;; -6+21-10+64=0 ;; 81=16;; A =2
S=E{y=-7+24

z=-5+3/



x=1+2=3
M = Jy=-7+4=-3\ = M(3 -3 1)

z=-5+6=1
c)
El vectoru que determinan los puntos P y M es el siguiente:
uU=PM=M-P=(3 -31)-(11 -1)=(2 -4, 2).
X=1+24
La ecuacion de la recta t que pasa por los puhiod es: t=:y=1-4)
z=-1+24
d)

Tenemos que demostrar que la rectart pasa por el punto P(1, 1, -1) y que cor-
taalasrectasrys:

Evidentemente la recta t contiene al punto Pabash hacen =0.

Vamos a comprobar que las rectas t y r se cqotam, lo cual expresamos ambas
rectas por ecuaciones implicitas:

r=x—2 y+l z -X+2=z _x+z=2
1 2 -1 -y-1=2z T y+2z=-1
X=1+2A 1= 741 5
- — X=-1=1z X—Z=
t=<y=1-44 - t=2% 1y 1:Z+1:3 = t=
-4 2 -2x+2=y-1 2x+y=3
z=-1+24 _—

Para demostrar que las rectas r y t se cortagstema formado por ambas, que es
X+z=2

+2z=-1 . . .

3(/ ,ep tiene que ser compatible determinado.

2Xx+y=3
10 1 101 2

: - . 01 2 01 2 -1
Las matrices de coeficientes y ampliada sona yM'=

10 -1 10 -1 2
2 1 0 2 1 0 3

Vamos a determinar el rango de M, para lo cuakidemamos, en principio, el
determinante formado por las tres primeras filas:



10 1
RangoM = |0 1 2|=-1-1=-2#0 = RangoM =3
1 0 -1

Vamos a determinar ahora el rango de M’ por ehideBo de los menores adjun-
tos de la segunda columna, para lo cual, previemesdtamos a la cuarta fila la segun-
da:

10 1 2
1 1 2
01 2 -1
RangoM' = 10 -1 2 =1 -1 2|=-4-4+4+4+4-4=0 = RangoM'=3
2 -2 4
2 0 -2 4

RangoM =RangoM'=3=n° incég = S. C. D.

Las rectas r y t se cortan, como cabia esperar.

Ahora vamos a comprobar que las rectas s y t tamd® cortan, para lo cual ex-
presamos la recta s por unas ecuaciones implicitas:

S

Xx=1_ y+7 z+5 . 3x-3=z+5
1 2 3 2X-2=y+7

3x-z=8
- =
2x-y=9

3 0 -1 3 0 -1 8

: . . 2 -1 0 2 -1 0 9
Matrices de coeficientes y ampliada:= yM'=

1 0 -1 1 0 -12

2 1 0 2 1 0 3

Vamos a determinar el rango de M, para lo cuakidemamos, en principio, el
determinante formado por las tres primeras filas:

3 0 -1
RangoM = |2 -1 0|=3-1=2#0 = RangoM =3
1 0 -1

Vamos a determinar ahora el rango de M’ por ehdeBo de los menores adjun-
tos de la segunda columna, para lo cual, previamesdétamos a la tercera fila la prime-
ra:

3 0 -1 8
2 -1 9
2 -1 0 9
RangoM' = | = = =72 0 -6|=—(-18+12+12-6)=0 = RangoM'=3
2 1 3
2 1 0 3

RangoM =RangoM'=3=n° inc6g = S. C. D.




Las rectas syt también se cortan, como cab&asp

En efecto, las rectas m y t son la misma, comoigoes demostrar.

*kkkkkkkkk



OPCION B

CUESTIONES

1) Halle los valores de los parametros a y b gaeala funcién f(x) sea continua y de-

ax +2x+3 si x<2

3

rivable para x = 2, siendé(x) = _ :
X" +bx+5 si x=2

La funcion f(x) es continua para todo R, except@ @ valor x = 2, que es dudo-
sa su continuidad. Para que la funcién sea conpaua x = 2 tiene que cumplirse que
los limites por la izquierda y por la derecha sgaales, e iguales al valor de la funcion
en ese punto:

M tx)= ™ (¢ +2x+3)=dara+3=4a+T
X 2 X - 2
Para x=2 = i i =
lim lim
L f(x)= (x* +bx+5)=8+2b+5= (2)=2b+13
X - 2 X2
lim lim
= f(x):x o f(x)=f(2) > 4a+7=20+13 ;; 4a-2b=6 ;; 2a-b=3 (1)

La funcién f(x) es derivable para todo R, excqmoa el valor x = 2, que es du-
dosa su derivabilidad. Para que la funcion seaalgle para x = 2 tiene que ser deriva-
ble por la izquierda y por la derecha y ser amleawadas iguales.

L [2ax+2 six<2 , (2)=4a+2 o\, o
f(X)_{3x2+b six=2 f(Z):{f'(2+):12+b = 1)=1l) = sar2=12en;

4a-b=10 (2)

Los valores de a 'y b se obtienen de la resolu@bsistema que forman (1) y (2):

= 2a=7;, a=

2a-b=3 | -2a+b=-3
a O} a } 2a-b=3;;b=2a-3=7-3=4=Db

4a-b=1 4a-b=10

N~
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1

. . +b . , .
29) Se considera la matrix= [ao a bj’ siendo a y b numeros reales, se pide:

a ) Calcular ay b para que s&a= ((1) i] :

b ) Seguln los valores obtenidos en el apartadeiantealcular &y A%,

¢ ) Si n es un nimero natural cualquiera, expr&$an funcion de n.

a)
e[t 2 a+tb 1 atb 1) (1 2)  ((a+bf’+0 a+b+a-b)_(1 2
o1 0 a-b){ 0 a-b) 0 1)"( o+0 (a-b)? ) (0 1
(a+b)* =1
2 1 2
(a+b) 2a , =( j — 23=2 = a=1;;, b=0
0 (a-b?) (0 1 i ==
(a-b)* =1
b)
a=1 11
Para = A=
ool = 0o 3
, (1 2 s o 1 2) (1 1) (1+0 2+1) (1 3)_
A = A=A A= . = = = A
01 0 1) (0 1) (0+0 0+1) (0 1
4 3 1 3) (1 1) (1+0 3+1) (1 4)
A=A - A= . = = =A
0 1)(0 1) \0+0 0+1) |0 1
C)

Del apartado anterior se deduce que:

1 n
A" = , Un0Z
o 3)
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3%) Decir para qué valor de x la recta tangentecatvay = L(x2 +1) es paralela a la rec-
ta y = x. Escribir la ecuacién de esta recta tategen

La tangente a una funcion en un punto es el wida derivada para ese punto.
Larectay = x tiene de pendiente m = 1.

y'= 2X
x?+1

=m=1 = 2x=x*+1;; x¥*-2x+1=0 ;; (x-1)°=0 = x=1
Para x = 1 |la tangente de la curva es paralelaexia dada.
El punto P de tangencia es el siguien(8:=L(1> +1)=L2 = P(1, L2).

Sabiendo que la recta que pasa por un punto, ©anlactangente, viene dada por
la ecuaciony -y, =m(x-x,), la tangente pedida es:

y—-L2=1-(x-1)=x-1 = Tangente y=x-1+L2

*kkkkkkkkk



Xx-1_ y+1 z+2

42) Dados el planm=3x-2y+5z=6 Yy la rectar = , hallar su punto de

corte, si existe.

Una forma de hacer este ejercicio es la sigui@xisten otras formas):

La expresion de r por unas ecuaciones implicgao sigue:

r

Xx=1_y+1 z+2 —3X+3:22+4}

3x+2z+1=0
=
2 1 -3 X-1=2y+2

x-2y-3=0

3Xx-2y+5z-6=0
El sistema que forman el plano y la recta ®s-2z+1=0
x-2y-3=0

El punto de corte, si existe, es la solucion tgéma anterior.

Resolviendo por la Regla de Cramer:

6 -2 5
-1 0 2
3 -2 0|_10-12+24 _ 22

X= = = =-1=X
3 -2 5| -30-4+12 -22
3 0 2
1 -2 0
3 6 5
3 -1 2
_|1 3 0|_45+12+5-18_ 44 _ __
N S et
3 -2 6
3 0 -1
|1 -2 3] _-36+2-6+18_-22_
—22 -22 —22 =—

El punto de corte es P(-1, -2, 1)

Nota: En caso de no haber tenido punto de cortediagiones de las variables X, y, z
no hubieran sido nimeros reales.
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PROBLEMAS

2x+ y—(a—l)z:4
1°) Se considera el sistema de ecuacierey +z=-4 , Se pide:
4x—(a+1)y+ z=-2a

a ) Discutir el sistema en funcion del parametro a.
b ) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

c ) En el caso del apartado anterior, hallar uhzgm del sistema en que X, y, z tengan
valores enteros.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:

2 1 -a+1 2 1 -a+l 4
M=l1 -2 1 o M'=l1 -2 1 -4
4 -a-1 1 4 -a-1 1 —-2a

2 1 -—a+l
IM|=|1 -2 1 |=-4+(-a-1)(-a+1)+4+8-a+1)-2(-a-1)-1=
4 -a-1 1

=-4+a’-a+a-1+4-8a+8+2a+2-1=a’-6a+8=0

a=6i\/36—32 =6¢JZ _6x2
2 2 2

a=4; a=2

az4 L , :
Para { 4 2} = RangoM =RangoM '=3=n° incog = Compatible Determinado
a

2 1 -3 4
Paraa=4=> M'=|1 -2 1 -4| = Veamosel Rangode M' =
4 -5 1 -8
2 1 4
={c,C,.C} = |1 -2 -4/=32-20-16+32-40+8=-4#0= RangoM'=3
4 -5 -8

Para a=4= RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatite




2 1 -1 4
Paraa=2= M'=|1 -2 1 -4| = Veamosel Rangode M' =
4 -3 1 -4

2 1 4
c.c,.c} = |1 -2 -4/=16-12-16+32-24+4=36-36=0
4 -3 -4

2 -1 4

1 1 -4/=-8+4+16-16+8-4=28-28=0 | = RangoM'=2
4 1 -4

1 -1 4

c,.c,.c} = |-2 1 -4/=-4-8-12+12+4+8=24-24=0
-3 1 -4

= {Ca’ Cé’ Ca} =

Para m=2 = RangoM =RangoM'=2<n° incég = CompatibleIndeterminado

b)
Resolvemos en el caso de compatible indetermirgadoresulta ser para a = 2; el
2Xx+y-z=4
sistema resultax-2y+z=-4 . Despreciando la ultima ecuacion y parametrizanto
4x-3y+z=-4
C 2X+y=4+A | 4x+2y=8+24
de las incognitas, sea-=A: y y =5x=4+1 ;; x=241)
X=2y=-4-]] x-2y=—-4-A 5 5
2x+y:4+A;;y:4+A—2x:4+A—§—2A=12+§A=y
55 5 5
x:ﬂ+1A
5 5

Solucién y:1—52+§)l, OAOR

z=A

c)

Para que todas las soluciones sean nimeros emercaser el numerador comun
5, una vez encontrado un valor gleque satisfaga la condicién, también seran solucior
todos los valores de¢ que se diferencien cualquier multiplo entero d#ebvalor en-
contrado; por ejemplo, para=1 resulta ser x =1,y = 3, z = 5. También son sohes
los valoresd = 6,11, -----4, =9, ---.
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2°) De todos los triangulos rectangulos de hipaariild cm, hallar las longitudes de los
catetos del triangulo que tiene el perimetro maxi@mmprueba que la solucién hallada
corresponde realmente al perimetro maximo.

b2 +c? =107 ;; c=+/100-b? *)
10
Cc
P=b+c+10=b++100-b* +10
| , L .
b El perimetro sera maximo cuando su derivada

sSea cero.

_ N _h2 —
p=1+ —% ,o=1- P _NI00D Tb_4 . 00-b?-b=0:: v100-b% =b ::
24/100-b? J100-b?  +/100-b?

100-b%=b? :: 100=2b% :: b2=50:: b=+/50=45J2 = b=5J2 unidades

Sustituyendo en (*)¢ =+100-b? =+/100-50 = /50 =512 unidades= ¢

Setrata de un triangulo rectangulo e isoscelesde catetos 5/2 unidades

Justificacion de que se trata del perimetro maximo

J —2b 2b?
1-4100-b* -b-———— 100-b?+
P"=0- 2:y100-b* _ _ JI00-b? __ 100-b?+2b*  _
(\/100— b2)2 100-b* (100-b?) - +/100-b?
2
100+b _pr

" (o100 -v100-07

0o 100+50 150 3 Lo .
= <0 = Maximgo, cg.].

" %)™ (50-100)- v100-50 —50-v50 50
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