I.E.S. “CASTELAR” BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
COMUNIDAD DE CATALUNA

JUNIO — 2011

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Responda a CINCO de las siguientes seis cuestiones. En las respuestas, explique
pre qué es lo que quiere hacer y por qué.

Puede utilizar calculadora, pero no pueden utilizarse calculadoras u otros aparatos
tengan informacion almacenada o que puedan transmitir o recibir informacion.

CUESTIONES A

2X—-y+3z2=2

1%) Dada la rectas{
X+z+1=0

a ) Encuentre un vector director de r.

b ) Calcular la ecuacion continua de la recta paralela a r que pasa por el punto P(1, (

a)

Los vectores normales de los planos que determinan a la rectayr sm -1, 3)
y n, =(1, 0,1). Un vector director de r puede ser cualquiera que sea linealmente dep
diente del producto vectorial de los vectorey n, .

i ]k
Vv=nOn, =2 -1 3|=-i+3j+k-2j=-i+ j+k = v, =(1 -1 -1).
10 1

b)
El haz de los infinitos planos paralelos a r tiene como vector director el misr
que el dery, =(1, -1 -1).

La expresion de la recta s paralela a r dada por unas ecuaciones continuas es:
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2%) Si tenemos la matriz invertible A y la ecuacién matricial X - A+ B = C:

a ) Obtener la expresion de X.

b ) Hallar la matriz X cuand@\:( 11 _ZJ, B:( ! 1] y C:(i _11]

a)
X- A+ B=C;; X-A=C-B.
Multiplicando los dos términos por la izquierda pot YAoperando:
X AR=(G B-A; X I=(C B A'= X=(C-B)-A™.
b)

HallarIamatrizXcuandat\:(1 _ZJ,B:(l 1JyC:(3 1].
-1 1 -2 1 1 -1

SeaA™ :(2 SJ y sabiendo que A - ‘A= I:

_ 1 -2)(a b a-2c b-2 10

1

A-A =] = . = :: = =
-1 1 c d —-at+c —-b+d 01

a-2c=1
= a-2a=1; a=c=-1
-—atc=0| - a=c -

etesml3 3G (G TG A )

_(-270 -4-0\_(-2 -4)_
\-3+2 -6+2) |-1 -4)

b-2d =0 — d-12d=0:d=-1:b=-2
b=d-1
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)=X2—1

32 ) Definimos la funcionf(x)= all-x?) y g(x , siendao. > 0.

a ) Comprobar que el area del recinto limitado por las graficas de las funciones es Ie
C . +a?
presions = tra)
3a

b ) Calcular el valor del parAmetigara que esta area sea minima.

a)
Los puntos de corte de las dos funciones son las soluciones de la ecuacion qt
obtiene de su igualacion:

()= d¥) = al-x*)= Xza_l 5l %)= %15 a1 )+ (1-x2) =0 ;

(@+A+x?)=0= 1-¥=0;; x=-1; x,=1.

Para a > 0, f(x) es una parabola condavjay g(x) es una parabola concag.

Las dos funciones son simétricas respecto al eje de ordenadas p(o)-sé(-x)
y dx=g(-x), lo que facilita el calculo del area pedida.

En el intervalo abierto perteneciente al recinto cuyo area se pide, todas las o
nadas de la funcidén g(x) son mayores que las correspondientes ordenadas de f(x).

Considerando todo lo anterior, el &rea pedida es la siguiente:

2 _ 3 1
X 1 -dx=2- ax—ﬁ—x_+§ =
a 3 o

s 2@[ d)- f(X] -dx= Z-Ha(l—xz)—

R R

El valor del &rea es la expresion dada, como acabamos de comprobar.

b)
El area es minima cuando su primera derivada es cero y la segunda derivac
negativa para los valores que anulan la primera.




Como es > 0, la solucién eg = 1, como se justifica a continuacion.

(a4 ma@-(2-1.2a_4 2°-2°+2_4 2 _ 8
Sla)=g BAE R g 2oLz 28
3 a 3 a 3 a 3a°
s"(1)= 8 ~0= Minimo parao = 1, como queriamos justificar.

3.1

El valor del &rea es minima para 1.
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x+2y-az=-3
42) Considere el sistema de ecuaciopes a- 5 y+ z=4a+2}.
4x+(a-1)y-3z=4

a ) Calcule los valores del parametrpara que el sistema no sea compatible determi
nado.

b ) ¢Hay algun valor depara el cual x =1,y = 3, z = 1 sea la Unica solucién del siste
ma?
a)

Para que el sistema no sea compatible determinado basta con que sea menc
tres el rango de la matriz de coeficientes.

1 2 -a
La matriz de coeficientes e@s=| 2 a-5 1
4 a-1 -3

Para que el rango de A sea menor que tres su determinante tiene que ser cero

1 2 -a
|Al=|2 a-5 1|= 0;- G- ¥ 2(a- )+ 8 Ha-9-(a-)+12=0;
4 a-1 -3

- a8 P+ & 20 &F- 2-a+ % 0:;;8°-2a+360::a°-1h+18=0:;

oo 1EV1272 11+/49 11+7 .

=2:a =9.
2 2 2 ! z

El sistema no es compatible determinado pared? y paran = 9.

b)
Paraque x =1,y =3, z =1 sea solucion del sistema tiene que satisfacer el sis
de ecuaciones para estos valores:

x+2y-az=-3 x=1 1+6-a=-3 a=10
2x+(a-Hy+z=4a+2} = {y=3\ = 2 ;-15+1=4a+2} a=-14} ??
4x+(a-1)y-3z=4 z=1 4+ 3-3-3=4 a=2

No hay ningun valor de para el cual x =1,y = 3, z = 1 sea solucion del sistema
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59) Sean las rectas= x—2=y%3:1%2 yr, 5%3:y+1=27+1_

a ) Compruebe quey r, son perpendiculares.
b ) Comprobar que se cortan y determinar el punto de corte.

a)
Dos rectas son perpendiculares cuando lo son sus vectores directores.

Los vectores directores deyrr, sony, =(1, 2, -2) y v, =(2,1, 2).

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
Vv, =( 127 p(2139=22-4=0.

Queda comprobado gue las rectag s son perpendiculares.

b)
Existen diversos procedimientos para determinar si dos rectas se cortan o n
gue vamos a utilizar es el siguiente:

Determinamos un vectow que tenga como extremo un punto gdg como ori-
gen un punto de.run punto deixres A(2, 3, 1) y un punto dees B(-3, -1, -1).

‘w=BA=A-B=( 2,3 )-(- 3-1-9=(5 4 2).

Si los vectoreivl, v,, W} son coplanarios implica, necesariamente, que tambié
las rectas son coplanarias y como=(1 2, -2) y v, =(2 1 2) son linealmente inde-

pendientes por sééu%::%z, las rectas se cortan en un punto.

Para que los vectoréﬁ, v, W} sean coplanarios es necesario que su rango s
menor que tres, 0 sea, que el determinante de la matriz que determinan sea cero.

12 -2
Rango{V,, V,, W)= |2 1 2|= 2 16 20 16 8 8= 32-32=0
5 4 2

Queda comprobado gue las rectagp, se cortan en un punto.

Para determinar el punto de corte expresamos las rectas mediante ecuacione
rametricas.



Xx=2+

LEX—2=——="—"+ = r,=qy=3+24.
1 2 2 1
z=1-21
X=-3+2u
xX+3 z+1 _
LhE——=y+l=—— = r,=qy=-1+u
2 2
z=-1+2u

El punto en comun P se obtiene de la igualacion de las expresiones anteriore
las rectas:

2+ A =-3+2u
3+24=-1+u . Sumando las dos ultimas ecuaciones:
1-20=-1+2u

-2 3 ;;%u=6;u=2= P(113).
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62) Sea la funcionf(x= ¥ - cuandoa #0.

a ) Calcular el valor de para que f(x) tenga un extremo relativo en el punto de absci:
X = 2.

b ) Cuandax = 2, clasificar a sus extremos relativos.

a)
Una funcion tiene un extremo relativo en un punto cuando su derivada primere
anula para el valor de x de ese punto.

_2x-&-¥X -a-e® _2x-ax
- e2ax - e

ax

f(x)=;(—; (%)

2x—ax®
eax

=0 2x—ax*=0:;;2x=aX ;; a=—=

f(x)=0= x

ZXE
X

Parao = 1 la funcidn f(x) tiene un extremo relativo para x = 2.

b)

Para diferenciar los extremos relativos entre maximos y minimos se recurre :
segunda derivada; si es negativa para los valores que anulan la primera derivada se
de un maximo y si es positivo, de un minimo.

v (2 4 &- Atx -2 _ 2-4x-4ax1-x) _, 1-2x—2x+2x* _
f (X)_ e - g2 =2 e -

2_
] 2X 4X+1: f”(X).

= 2 e2x

0-0+1 1
0

f(0=2- =2:7=2>0= Minimo relativo para x = 0.
€

f(O):e—?):%zo = Minimo relativo: O(0, 0).

— + — .. )
2 f' 1:—42<0 = Maximo relativo para x = 1.
€ €

2

f{d)=2- 2:2-4.1+1_

eZ




1
e

= Maximo relativo: A{l izj
e
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CUESTIONES B

12) Calcule el area del recinto limitado por las curvas de ecuacifres -x+2 y
g(x):5—3x.

A
\\ Y Vo ’ Los puntos de corte de la recta y la parabola sol
los siguientes:

X =X+2=5-3x:: ¥ +2X-3=0 >

_—21\/4+12_—21\/E_—24_r4:
2 2 2

= X

x =-3- A-314)

%=1~ B(12)

La representacion grafica de la situacion es la de
la figura.

Por ser todas las ordenadas de la paradbola men
3 5 1\ > res que Iag de Ia_recta en (_el i_ntervalo (-3, 1), la superfi

cie es la diferencia de las limitadas por la recta y la pa
rabola, respectivamente, o sea:

%i[S—S x—( - X*-Z)] dx:i(— ><2—2x+3)dx:{—)(?3—2—)2(2+3x]3 ={—X€3—x2+3x]3 =

— 3 —
(brra [ -EL g rag|-dea- Do dizne- TR Ry
3 3 3 3 3 2 3
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29) Dado el plana =2 x+ y-z=5:
a ) Calcular la ecuacion del plano paraletocue pasa por el punto P(1, 0, -1).
b ) Determine también la distancia del punto P al ptano

a)
El haz de planos paraleloa &iene por ecuacion =2 x+ y-z+D =0.

De los infinitos planos del haz anterior, el plgnque pasa por P(1, O, -1) es el
que satisface su ecuacion:

a=2x+y-z+D=0

= 2% 0-(-3+D=0;2+1+D=0;; D=-3.
P(1, 0, -1)

LB=2x+y-z-3=0

b)
La distancia del punte®(x,, v,, z,) al plano genéricor= Ax+By+Cz+D =0
| Ax+ By +Cz +D|

viene dada por la formulat(P,, 7)
\/Az + B2 +C2

Aplicando la formula al plana=2x+ y-z-5=0 y al punto P(1, 0, -1) :

o ﬂ):| 2.1+ 0-(-1)-5| _|2+1-5| =£:2_\/5:§ unid = d(P, ).

JZ+P+(-1f Ja+1+1l V6 6
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32) La grafica adjunta corresponde a la derivada
de la funcién f(x). vt
f(x)
a ) Explique razonadamente qué valores de x co-
rresponden a maximos o minimos relativos de la 2

funcion f(x). ' ' I
( ) [ [ O [ X
b ) Determinar los intervalos de crecimiento y

decrecimiento de la funcion f(x).

a)

Una funcion tiene un extremo relativo para los valores que anulan la primera:
rivada, por lo que, de la observacion de la figura, la funcidn f(x) puede tener extren
relativos parax=-3,x=0y x = 2.

Para diferenciar los maximos de los minimos relativos hay que recurrir a la -
gunda derivada; si es positiva para los valores que anulan la primera derivada, se
de un minimo relativo y si es negativa, de un minimo relativo.

Observando la figura, para x = -3 la funcion derivada f'(x) es creciente, por lo q
su derivada (derivada de la derivada), que es la segunda derivada es positiva, p
cual:
La funcién f(x) tiene un minimo relativo para x = -3.

Por un razonamiento similar, para x = 0 la funcién derivada f'(x) es decrecien
por lo que su derivada (derivada de la derivada), que es la segunda derivada es neg
por lo cual:

La funcién f(x) tiene un maximo relativo para x = 0.

Noétese que la funcién derivada se anula para x = 2 y sin embargo no existe
Ximo ni minimo relativos por no ser ni creciente ni decreciente la derivada. Para ¢
valor de x la funcién tiene un punto de inflexion.

b)
Una funcién es creciente o decreciente en un punto segun que su derivada es
tiva 0 negativa en ese punto, respectivamente.

Por ser f'(x) continua en R y observando la figura se deducen los periodos de
cimiento y decrecimiento, que son los siguientes:

Qrecimienob : f {x)> 0= (-3, 0)

Decrecimiato : f (x)< 0= (-e0,- 30(0, 2)0(2, + o)
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43) Analice, segun los valores del parametro k, el caracter (es decir, si es compatik
2x+y-z=k-4

no y si es determinado o no) del sistema de ecuaciofiess) y+3z=0 .
(k+2)x+2y=3

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

2 1 -1 2 1 -1k-4
A=l 0 k-6 3|YyA= 0 k-6 3 O
k+1 2 O k+1 2 0 3

El rango de A en funcién de k es:

2 1 -1
|Al=| 0 k-6 3|= (k+ Jr(k- fk+ )- 12=(k+ )(3+k-6)-12=
k+1 2 0

= (k+ Mk- B 12K — R+k— 3122k - K-15=0 ; k== ;+6O= 212/&:2;8 =

= k =-3;; k, =5.

k —
Para { k¢5} = RangoA RangoA= 3= r? incog. = Compatible Determinado
2 1 -1 -7 2 1 -7
Parak=-3>A=| 0 -9 3 0 |= RangoA=1{C,C, C,}=|0 -9 0=
-2 2 0 3 -2 2 3

=-54-126=72# 0 = RangoA'=3.

Para k=-3 = RangoA=2;; RangoA'=3 = Incompatilbe

21 -11
Parak=5> A=|0 -1 3 0|= C,=2C, = RangoA'=2.
6 2 0 3

Parak=5 = RangoA RangoA= 2< rf incdg. = Compatible Indeterminado

*kkkkkkkkk



59) Calcule la ecuaciéon general del plan@s decir, de la forma Ax+By+Cz+D=0) del

y=2

plano que contiene a la reata{ y forma un angulo de 45° con el plano z = 0.

Un punto de la recta r es, por ejemplo, P(0, 2, 1).

El plano pedido (que son dos) tiene que ser, ldgicamente, también paralelo al
X, por lo que su expresion general es de la fo#maBy+Cz+D =0.

El angulo que forman dos planos es igual que el angulo que forman sus vect
normales; un vector normal del plano z = Ones (0, 0, 1) y un vector normal del plano

aesv, =(0, B C).
Segun lo pedido, los vectores=(0,0,1) y v, =(0, B, C) tienen que formar 45°.

El angulo que forman dos vectores se deduce del concepto de producto escal
dos vectores; siendo los vectonesy v, seria:

—_—  —

u-v
[l

Aplicando el caso a los vectores=(0,0,1) y v, =(0, B, C) y sabiendo que for-
man 45° es:

u -v:‘ u‘ |v‘ -c0Sf@ = cosf = —
V)

J2_n-v, _ (0039(0BC) _ C _ C
CoO4FP=—=— = = = ,,
2 || |v | Joro+r JorrBP+C? J1B+C? VB HC
2._C . By@=2C; BE=C= B=C; B =-C
4 BZ+C2 LR 1 LR .

Los haces de planos que forman 45° con z = 0 y son paralelos a X son los sigL
tes:a,= By+Bz+D=0 Yy a, = By-Bz+D =0, que también pueden expresarse de las for
mas:.a,=y+z+K=0Y a,=y-z+K=0.

Considerando que si los planos pedidos contienen a la recta r contienen a tc
Sus puntos, tienen que satisfacer las ecuaciones para el punto de r que hemos cons
do: P(0, 2, 1).

a,=y+z+K=0
= 2+1+K=0;, K=-83= m,=y+z-3=0.
P(0, 2, 1)




a,=y-z+K=0
P(0, 2 1)

}:> 2-1+K=0;; K=-1= m,=y-z-1=0.

*kkkkkkkkk



6%) Dentro de un triangulo rectangulo, de catetos 3 y 4 cm, hay un rectangulo. Dos I
del rectdngulo estan situados en los catetos del tridngulo y uno de los vértices del
tangulo es la hipotenusa del triangulo.

a ) Haga un esbozo de la situacion descrita.

b ) Se x es la longitud del lado del rectangulo que esta situado en el cateto pequei
es el otro lado del rectangulo, compruebe que se cumple que 4x + 3y = 12.

c ) Determine las dimensiones del rectangulo para que el area sea maxima.

a) C
El esquema de la situaciéon es el que indica

la figura.
c
o a
™
1|

b) o

El triAngulo de vértices DPQ es semejante
al triangulo de veértices ABC por estar situados en
la situacién de Thales, por lo cual, aplicando el A
teorema:

Ax+ 3y = 4x+3-g( 3 = &+ 43 x)= &+12- 4x=12.

En efecto: 4x + 3y = 12, como teniamos gue comprobar.

El 4rea del rectangulo es x y- x-g(3— g:g(sx— ¥)=S.

Para que el &rea sea maxima su derivada tiene que ser cero:

S()=2(3 2 1:5()= 0> 3 x=0;3=2x;; x=2 =15 ().
=—\o-—- :ﬂ-§:ﬂ: =
y= (3 x) 32 32 2cm=y




El &rea del rectangulo es maxima parax=15cmey =2 cm.
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