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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique 
siempre qué quiere hacer y por qué. Puede utilizar calculadoras, pero no se autorizará 
el uso de calculadoras u otros aparatos que tengan información almacenada o que 
puedan transmitir o recibir información. 
 

1º) Sea la matriz � = �0 � 11 0 −21 1 −�	. 

 �) Determine para qué valores de ɑ existe A-1. 
 �) Calcule A-1 para ɑ = 0. 

---------- �)  
 Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 
 

 |�| = 
0 � 11 0 −21 1 −�
 = 1 − 2� + �� = �� − 1)� = 0 ⇒ � = �. 

� �� ���������� ∀� ∈ � −  1!. �)  

 Para � = 0 es � = �0 0 11 0 −21 1 0 	, |�| = 1 y �" = �0 1 10 0 11 −2 0	. 

 

 �#$. #� �" =
&
''(

) 0 1−2 0) − )0 11 0) )0 01 −2)
− ) 1 1−2 0) )0 11 0) − )0 11 −2)

)1 10 1) − )0 10 1) )0 10 0) *
++, = � 2 1 0−2 −1 11 0 0	. 

 

�-. = � 2 1 0−2 −1 11 0 0	. 

 
********** 



 
 

2º) En el espacio tridimensional considere la recta �: �0, 2, 3) = �3 + 2�, −�, 3 − �) y 
los planos 5. ≡ 0 + 2 + 3 = −1 y 5� ≡ �0, 2, 3) = �2 + 7, 1 − 7 + 8, 8). 
 �) Calcule la ecuación cartesiana (es decir, que tiene la forma Ax + By + Cz = D) del 
plano π2. 
 �) Encuentre los dos puntos de la recta r que equidistan de los planos π1 y π2. 
Nota: puede calcularse la distancia de un punto de coordenadas �09, 29, 39) al plano de 

ecuación �0 + :2 + ;3 + < = 0 con la expresión 
|=>?@AB?@CD?@E|√=G@AG@CG . 

 
---------- �)  

 Dos vectores directores de 5� son HIJ = �1, 1, 0) y �J = �0, 1, 1) y un punto de 
este plano es K�2, 1, 0). 
 

 5��K; HIJ, �J) ≡ 
0 − 2 2 − 1 31 −1 00 1 1
 = 0; −�0 − 2) + 3 − �2 − 1) = 0; 
 −0 + 2 + 3 − 2 + 1 = 0 ⇒  5� ≡ 0 + 2 − 3 − 3 = 0.  

 �)  
 Un punto genérico de r es M�3 + 2�, −�, 3 − �). 
 

 #�M, 5.) = |N@�O-O@N-O@.|√.G@.G@.G = |P|√.@.@. = P√N. 

 

 #�M, 5�) = |N@�O-O-N@O-N|Q.G@�-.)G@.G = |�O-N|√.@.@. = |�O-N|√N . 

 

 #�M, 5.) = #�M, 5�)  ⇒  P√N = |�O-N|√N  ⇒  |2� − 3| = 7 ⇒ 2� − 3 = 7−2� + 3 = 7S  ⇒ 

 2� = 10 → �� = U; −2� + 3 = 7; 2� = −4 → �W = −W. 
 
 Los puntos pedidos son: M.�13, −5, −2) y M��−1, 2, 5). 

 
********** 

  



 
 

3º) Sea la función Y�0) = �> − 0 − 2: 
 �) Demuestre que la función f tiene una raíz (un cero) en el intervalo [0, 2]. 
 �) Compruebe que la función es monótona en el intervalo [0, 2] y calcule las 
coordenadas de los puntos mínimo absoluto y máximo absoluto de la función en dicho 
intervalo. 

---------- �)  
 La función Y�0) = �> − 0 − 2 es continua en su dominio, por lo cual, le es 
aplicable el teorema de Bolzano a cualquier intervalo cerrado que se considere, por 
ejemplo, al intervalo [0, 2]: 
 
 Y�0) = �9 − 0 − 2 = 1 − 2 = −1 < 0. 
 Y�2) = �� − 2 − 2 = �� − 4 = 7,39 − 4 = 3,39 > 0. 
 ]^ ������^� #�_H����� `H� �� YH�a�ó� Y�0) ����� H�� ��í3 �� d0, 2e, a. `. #. 

 �)  
 Yf�0) = �> − 1 ≥ 0, ∀0 ∈ d0, 2e. 
 ]^ ������^� h�H��� `H� Y�0) �� _^�^�^�� a��a����� �� d0, 2e. 
 
 iá0�_^ ���^�H�^ #� Y�0) �� d0, 2e  ⇒ Y�2) = 3,39  ⇒   ��2, 3′39). 
 
 ií��_^ ���^�H�^ #� Y�0) �� d0, 2e  ⇒ Y�0) = −1  ⇒   :�0, −1). 
 

********** 
 
  



 
 

4º) Sean los planos de R3 5. ≡ −2 + 3 = 2, 5� ≡ −20 + 2 + 3 = 1 y 5N ≡ 20 −23 = −1. 
 �) Calcule la posición relativa de los tres planos. 
 �) Compruebe que el plano π3 es paralelo a la recta definida por la intersección de los 
planos π1 y π2. 
 

---------- �)  
 Los tres planos determinan las siguientes matrices de coeficientes y ampliada: 
 

i = � 0 −1 1−2 1 12 0 −2	  2 i′ = � 0 −1 1−2 1 12 0 −2    21−1	. 

 
 Según que los rangos de estas matrices, la posición relativa de los planos son las 
siguientes: 
 
1º.  --  ���l i = ���l if = 3 ⇒ ]^� h���^� �� a^���� �� H� hH��^. 
 
2º.  --  ���l i = 2;  ���l if = 3 ⇒ ]^� h���^� �^� ��a����� #^� � #^�. 
 
3º.  --  ���l i = ���l if = 2 ⇒ ]^� h���^� �� a^���� �� H�� ��a��. 
 
4º.  --  ���l i = 1;  ���l if = 2 ⇒ ]^� h���^� �^� h������^�. 
 
5º.  --  ���l i = ���l if = 1 ⇒ ]^� h���^� �^� a^��a�#�����. 
 

 ���l i ⇒ 
 0 −1 1−2 1 12 0 −2
 = −2 − 2 + 4 = 0 ⇒ m�no p = W. 

 

     ���l if ⇒  ;., ;�, ;q! ⇒ 
 0 −1 2−2 1 12 0 −1
 = −2 − 4 + 2 ≠ 0 ⇒ ���l if = 3. 

 ]^� h���^� �^� ��a����� #^� � #^� ��^ ℎ�2 h���^� h������^�). 

 �)  

 Los planos 5. 2 5� determinan la recta � ≡ t 2 − 3 + 2 = 0         20 − 2 − 3 + 1 = 0. 

 
Un vector director es cualquiera que sea linealmente dependiente del producto 

vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que son los 
siguientes: �.IIIIJ = �0, 1, −1) y ��IIIIJ = �2, −1, −1). 



 
 

�ufIIIJ = �.IIIIJ ∧ ��IIIIJ = 
� $ w0 1 −12 −1 −1
 = −� − 2$ − 2w − � = −2� − 2$ − 2w ⇒ 

 ⇒  �uIIIJ = �1, 1, 1). 
 
 El vector normal del plano 5N es �NIIIIJ = �2, 0, −2). 
 
 La recta r es paralela al plano 5N cuando el vector director de la recta y el vector 
normal del plano son perpendiculares, o sea, que su producto escalar es nulo: 
 
 �uIIIJ ·  �NIIIIJ = �1, 1, 1) · �2, 0, −2) = 2 + 0 − 2 = y. 
 MH�#� a^_h�^��#^ `H� �� ��a�� � �� h������� �� h���^ 5N. 

 
**********   



 
 

5º) Sean x e y las medidas de los lados de un rectángulo inscrito en una circunferencia 
de diámetro 2. 
 �) Compruebe que la superficie del rectángulo, en función de x, viene dada por la 
expresión z�0) = √40� − 0q. 
 �) Calcule los valores de las medidas de x e y para los cuales la superficie del 
rectángulo es máxima y calcule el valor de esta superficie máxima. 
 

---------- �)  
 Aplicando el teorema de Pitágoras al triángulo 
rectángulo ABC: 
 

 �;� = �:� + :;� ⇒  2� = 0� + 2� ⇒ 
 ⇒ { = √| − }W. 
 
 La superficie del rectángulo es: z = 0 · 2. 
 
 Sustituyendo en la fórmula de la superficie el valor de y obtenido: 
 
 z = 0 · 2 ⇒ z�0) = 0 · √4 − 0� = √40� − 0q, como se quería comprobar. 
 �)  
 Para que la superficie sea máxima es condición necesaria que se anule su primera 
derivada: 
 

 zf�0) = ~>-q>�
�√q>G->� = q>-�>�

>√q->G = q-�>G
√q->G ⇒ zf�0) = 0 ⇒ q-�>G

√q->G = 0;  4 − 20� = 0; 
 2 − 0� = 0; 0 = ±√2 �]� �^�Ha�ó� ��l����� �^ ����� �����#^ �ól�a^). 
 
 } = √W. El valor de y es el siguiente:  { = √4 − 0� = √4 − 2 = √2 = 0. 
 �� ��a�á�lH�^ #� á��� _á0�_� �� H� aH�#��#^ #� ��#^ √2 H��#�#��. 

 �� ���^� #� �� �Hh��Y�a�� #�� ��a�á�lH�^ �� #� 2 H�. 

 
********** 
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6º) Encuentre todas las matrices de la forma � = �� 0� 1� que sean inversas de ellas 

mismas, es decir, que �� = �1 00 1�. 

---------- 
 

      �� = � ⇒  � · � = �� 0� 1� · �� 0� 1� = � �� 0�� + � 1� = �1 00 1� ⇒ t�� = 1        �� + � = 0. 

 � = ±1;   �� + � = 0;   ��� + 1) = 0 ⇒ �� = 1 → � = 0   � = −1 → � ∈ �. 

 z^�Ha�^���: �. = �1 00 1� ;  �� = �−1 0� 1� , ∀� ∈ �. 

 
********** 


