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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguiéinidas respuestas, explique siem-
pre qué quiere hacery por qué. Puede utilizautadoras, pero no se autorizara el uso
de calculadoras u otros aparatos que tengan infbidmalmacenada o que puedan
transmitir o recibir informacion.

2x+4y+4z =4k -7
1°) Considere el siguiente sistema de ecuacionealﬁ{ 2x —ky = —1 :
—2x=k+1
a) Discuta el sistema para los diferentes valorepaemetro k.

b) Resuelva el sistema para el caso de k = 0.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tpagsesites:
2 4 4 2 4 4 4k -7
A=<2 —k 0>yA’=<2 -k 0 -1 )
-2 0 0 -2 0 0 k+1
El rango de la matriz de coeficientes en funcidrpdeametro k es el siguiente:
2 4 4
|Al=12 -k 0|=-8k=0=k=0.
-2 0 0
Parak +# 0= Rang A = Rang A’ =3 =n%incég.= S.C.D.
2 4 4 -7
Parak=0ed = < 2 00 —1) = {F, = —F;} = Rang.A' = 2.
-2 0 0 1
Parak +# 0= Rang A= Rang A’ =2 <n%incég.= S.C.I.
b)

Resolvemos el sistema para k = 0, que es compatiddéterminado.
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2x + 4y + 4z = =7
El sistema resulta 2x = —1 , cuyas soluciones son:
—2x =1
X = _l; 7 = /1; y = —-7—-2x—4z — —-7+1-4z — —E—A.
2 4 4 2

Solucion: x = —%,y = —%—/1,2 = A, VA ER.
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2°) EnR3, sea la recta = (x,y,z) = (1+1,4,1 — 1) y el planor cuya ecuacion
generalex =2x —y+z=-2.

a) Determine la posicion relativa del plamq la rectarr.
b) Calcule la distancia entre la recta r y el plano

Nota: puede calcularse la distancia de un punttndedenadaéx,, y,, z,) al plano de

., _ . ,l‘x‘4xO+By0+CZO+D|
ecuaciémx + By + Cz + D = 0 con la expresioi—r—==—

a)
Un vector director de la recta r y un vector ndrde planorr son, respectiva-
mentev, = (1,1,-1) yn = (2,—1,1).

Los vectoreds, y n son linealmente independientes por no ser propoates
sus componentes; teniendo en cuenta que:

7 i=(11-1)-2,-1,1)=2-1-1=0 = 7, L 7.

Larectary el plano m son paralelos.

b)
La distancia entre la recta r y el plama@s la misma que la de un punto de la
recta r al plano; un punto de re€l1,0,1).

Aplicando la férmula recomendada al plane 2x —y + z+ 2 = 0 y al punto
P(1,0,1):

_ _121-1:041-142| _ [2-0+1+2| _ 5

. . 5vV6 .
La distancia de larectar al plano « es T\/_ unidades.
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3°) Considere al funciofi(x) = x - e*1,

a) Calcule la ecuacion de la recta tangente a lacgrde la funciorf en el punto de
abscisa x = 1.

b) Determine los periodos de crecimiento y decrecitoiele la funcioryf.

“ La pendiente de la tangente a una funcién en atops igual que el valor de
su primera derivada en ese punto.
ffx)=1-e*1+x-eXt=e*1.(1+x).
fM=m=e"(1+1)=1-2=2=>m=2.
El punto de tangencia es el siguiente:
f()=1-et"1=e=1 = P(1,1).

Ecuacion de la recta punto-pendiente: y, = m(x — x,); la tangente es:

y—1=2-(x—1)=2x—-2 = t=2x—y—1=0.

b)
Una funcién es creciente o decreciente en un prurdado su primera derivada
es positiva 0 negativa, respectivamente, en ese.pun
ffx)=e*1-(14+x)=0>x=—1.

Teniendo en cuenta qué! > 0,Vx € R, y que el dominio de la funcién es R,
los periodos de crecimiento y decrecimiento sorsigsientes:

Crecimiento: f'(x) > 0= x > —1.

Decrecimiento: f'(x) < 0= x < —1.
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4°) Responda a las cuestiones siguientes:

a) Calcule todas las matrices de la forma (7}1 _02

A? + A = 21, siendo | la matriz identidad,= ((1) (1))

) que satisfagan la igualdad

b) Justifique que si A es una matriz cuadrada queptaiat + A = 21, A es invertible
y calcule la expresion d& en funcion de las matrices A e |.

5
AZzA'Az(;l —02)(;1 —Oz)z(—lm 2)'

weamua(h O)e(l, 9-C -u

A> + A =2I,VvmER,

Satisfacen la igualdad todas las matrices de la forma A = (711 _02)

b)
Una matriz es invertible cuando su determinantiststo de cero.

Sabiendo que el determinante de la suma de dokesaes la suma de los de-
terminantes de las matrices y que, el determindeiteroducto de dos matrices es el
producto de los determinantes de las matrices:

A+ A=2] = |A>+ A = |21]; |A%|+|A]l=2%-]I]; |A-A]+ 4] = 4;
|A| - |A] + |A]| =4 = |A| # 0.

Queda justificado que la matriz A es invertible.

A% + A = 21. Multiplicando por la derecha pdr?:

AA-AT+A- A1 =20-AY A-1+1=2-4"" > A—1=§-(A+1).
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59 Considere el tetraedro de vérticesc, 0,1), B(0,x,1), €(3,0,0) y D(0,x,0)
siendo0 < x < 3.

a) Compruebe que el volumen del tetraedro viene gad@ (x) = %(—x2 + 3x).

b) Determine el valor de x para que el volumen sedmm@y calcule ese volumen.

Nota: Puede calcular el volumen del tetraedro dtces A, B, C y D viene dado por
la expresic’)r% |AB, AC, AD|.

a)
AB =[B—A] =[(0,x,1) — (x,0,1)] = (—x, x,0).

AC=[C-4]=1[(3,0,0)— (x,0,1)] = (3 —x,0,—1).

S|

=[D—-A] =1[00,x,0) — (x,0,1)] = (—x,x,—1).
Haciendo uso de la formula dada:
-x x 0

3—x 0 -1
—-x x -1

Vasco = 7 |AB,AC,AD| = = % = x2+x(3 = X))

[N N

Queda comprobado que el volumen del tetraedro es V(x) = %(—x2 + 3x).

b)
El volumen es maximo cuando se anula su primaigadia y su segunda deri-
vada es negativa para los valores que anulanrfeepai

V’(x)=%(—2x+3)=0=>—2x+3=0—>x=§.

V' (x) = %(—2) = —é < 0 = Maximo para x = %

vQ=3i[-6) +3 =5 (5D =33
3

(o 3 3
El volumen maximo es para x = S ysu valor es g U
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6°) Dadas las parabolggx) = x? + k? y g(x) = —x? + 9k?.
a) Calcule las abscisas, en funcion de k, de losgsuie corte de las parabolas.

b) Calcule el valor del parametro k para que el aoraprendida entre las parabolas
sea de 576 unidades cuadradas.

a)
Las abscisas de los puntos de interseccion databgas son las soluciones de
la ecuacion que resulta de la igualacion de susesikmes:

x? + k?=—x?+9k?% 2x2—-8k?=0; 2(x2—4k2):0:{x1 =_2k.
Xo = 2k
b)
Las pardbolag(x) = x? + k? y g(x) = —x2 + 9k? son simétricas con res-
pecto al eje de ordenadas.

Por ser las ordenadas de la parabola congaya(x) = —x2 + 9k? mayores
que las correspondientes ordenadas de la paraolaxa(u) f(x) = x? + k? en el
intervalo del area a calcular y teniendo en cusatsimetria, se deduce que:

S =2 [2[(=x +9k?) — (x* + kD)]dx = 2 [*(~2x% + 8k?) - dx =

=2 [- 2 4 8k ]2k=2-{[ 2C 1 gk - 2k] - 0} = 2 (16K% — 125 =

32k3 96k3-32k3 64k3
= 32k3 — = =
3

3 3

64k3

S=576 = ; 1.728 = 64k3 > k3 =
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