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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siem-
pre qué quiere hacer y por qué. Puede utilizar calculadoras, pero no se autorizará el uso 
de calculadoras u otros aparatos que tengan información almacenada o que puedan 
transmitir o recibir información. 
 

1º) Sean las matrices � = �1 20 −1� 2 	  � � = 
−1 � 21 0 −1�. 

 �) Calcule � · � y compruebe que la matriz resultante no es invertible. 
 �) Encuentre los valores de � para los que la matriz � · � es invertible. 
 

---------- �)  

� · � = �1 20 −1� 2 	 · 
−1 � 21 0 −1� = � 1 � 0−1 0 12 − � �� 2� − 2	. 

 
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 
 

|� · �| = � 1 � 0−1 0 12 − � �� 2� − 2� = ��2 − �) − �� + ��2� − 2) =  

 = 2� − �� − �� + 2�� − 2� = 0. 
 ����� ���� ����� !�� "� ��� #$ � · � %� �& #%'� �#�"�. 

 �)  

� · � = 
−1 � 21 0 −1� · �1 20 −1� 2 	 = 
2� − 1 2 − �1 − � 0 �. 

 |� · �| = (2� − 1 2 − �1 − � 0 ( = −�1 − �)�2 − �) = −�2 − � − 2� + ��) =  
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= −�� + 3� − 2. 
 

 |� · �| = 0 ⇒ −�� + 3� − 2 = 0;  �� − 3� + 2 = 0;   , = -±√012� = -±√3� = 

 = -±3� ⇒ ,3 = 1, ,� = 2. 

 5� ��� #$ � · � �& #'� �#�"� ∀� ∈ 8 − 91, 2:. 
 

********** 
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2º) Sea   la recta que pasa por los puntos ;�0, 1, 1) � <�1, 1, −1). 
 �) Encuentre la ecuación paramétrica de la recta  . 
 �) Calcular todos los puntos de la recta   que están a la misma distancia de los planos =3 ≡ , + � = −2 � =� ≡ , − $ = 1. 
Nota: Puede calcular la distancia de un punto de coordenadas ?@�,@, �@, $@) al plano de 

ecuación = ≡ ;, + <� + A$ + B = 0 con la expresión ��?@, =) = |CDEFGHEFIJEFK|√CLFGLFIL . 

---------- �)  
 Los puntos ; � < determinen el vector ;<MMMMM⃗ = O< − ;P = �1, 0, −2). 
 
 Considerando, por ejemplo el punto ;, unas ecuaciones paramétricas de   son: 
 

 ≡ Q , = R         � = 1         $ = 1 − 2R. 

 �) Calcular todos los puntos de la recta   que están a la misma distancia de los planos =3 ≡ , + � = −2 � =� ≡ , − $ = 1. 
 
 Un punto genérico de   es ?�R, 1, 1 − 2R). 
 ��?, =3) = |3·SF3·3F@·�31�S)F�|√3LF3LF@L = |SF3F�|√3F3 = |SF-|√� . 

 ��?, =�) = |3·SF@·313·�31�S)13|T3LF@LF�13)L = |SF@13F�S13|√3F3 = |-S1�|√� . 

 ��?, =3) = ��?, =�) ⇒ |SF-|√� = |-S1�|√� ;   |R + 3| = |3R − 2| ⇒  

 ⇒    R + 3 = 3R − 2R + 3 = −3R + 2U     2R = 54R = −1U ⇒ R3 = X� , R� = − 3Y. 

 

 ?3 
X� , 1, 1 − 2 · X��  ⇒  ?3 
X� , 1, −4�. 

 

 ?� Z− 3Y , 1, 1 − 2 · 
− 3Y�[  ⇒  ?� 
− 3Y , 1, -��. 

 
********** 
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3º) Sea la función \�,) = ,- − ,�. 
 �) Encuentre la ecuación de la recta tangente a la gráfica y que sea paralela a la recta 
de ecuación , + 3� = 0. 
 �) Calcule, si los hay, los puntos de la gráfica en la que la función presenta un máximo 
o mínimo relativo o un punto de inflexión. 
 

---------- �)  

 La recta , + 3� = 0 también puede expresarse de la forma � = − 3- ,, cuya pen-

diente es � = − 3-. 

 
 La recta tangente, por ser paralela a la recta dada, tiene su misma pendiente. 
 
 La pendiente de la recta tangente a una función en un punto es igual que el valor 
de su primera derivada en ese punto: 
 

 \]�,) = 3,� − 2, ⇒  � = \]�,) = 3,� − 2, = − 3- ;   9,� − 6, + 1 = 0; 
 �3, − 1)� = 0;   3, − 1 = 0 ⇒ , = 3-. 

 
 El punto de tangencia es el siguiente: 
 

  \`abc = 
3-�- − 
3-�� = 3�d − 30 = 31-�d = − ��d ⇒ ? 
3- , − ��d�. 

 
 La expresión de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente es la si-
guiente: � − �@ = ��, − ,@). 
 

 � + ��d = − 3- 
, − 3-� = − 3- , + 30 ;   27� + 2 = −9, + 3. 

 
 La ecuación de la recta tangente pedida es la siguiente: 
 f�%g�%��: � ≡ 9, + 27� − 1 = 0. 

 �)  
 Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto es condi-
ción necesaria que se anule su derivada en ese punto.  
 
 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; 
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un mínimo y, si es negativa, 
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de un máximo. 
 \]�,) = 3,� − 2, .   \]]�,) = 6, − 2 . 

 \]�,) = 0 ⇒ 3,� − 2, = 0;   ,�3, − 2) = 0 ⇒ ,3 = 0, ,� = �-.  

 
 \]]�0) = 6 · 0 − 2 = −2 < 0 ⇒ �á,#��  �"��#'� �� � , = 0. 
 
 \�0) = 0 ⇒ �á,#��: k�0, 0). 
 

 \]]`Lbc = 6 · �- − 2 = 2 > 0 ⇒ �í%#��  �"��#'� �� � , = �-. 

 

 \`Lbc = 
�-�- − 
�-�� = 2�d − Y0 = 213��d = − Y�d ⇒ �í%#��: ; 
�- , − Y�d�. 

 
 Para que una función polinómica tenga un punto de inflexión son condiciones 
necesarias que se anule su segunda derivada y sea distinta de cero la tercera derivada 
para los valores que anulan a la segunda. 
 \]]�,) = 6, − 2.   \]]]�,) = 6 ≠ 0. 
 

 \]]�,) = 0 ⇒ 6, − 2 = 0;   3, − 1 = 0 ⇒ , = 3-. 

 

 \`abc = 
3-�- − 
3-�� = 3�d − 30 = 31-�d = − ��d ⇒ ?. p. : < 
3- , 1��d�. 

 
********** 
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4º) Considere los puntos ?�3, −2, 1), ��5, 0, 3), 8�1, 2, 3) y la recta   que tiene por 

ecuación  ≡ q, + � + 1 = 0    2� + 3$ − 5 = 0. 

 �) Determine la ecuación general (es decir, que tiene la forma ;, + <� + A$ = B) del 
plano r que pasa por ? � � y es paralela a la recta  . 
 �) Dados el plano = ≡ , + 2� + �$ = 7 y el plano s que pasa por ?, � � 8, encuentre � para que sean paralelos y no coincidentes. 
 

---------- �)  
 Los puntos ?�3, −2, 1) � ��5, 0, 3) determinan el vector ?�MMMMM⃗ = �2, 2, 2). 
 

Un vector director de la recta  ≡ q, + � + 1 = 0    2� + 3$ − 5 = 0 es cualquiera que sea li-

nealmente dependiente del producto vectorial de los vectores normales de los planos 
que la determinan, que son %3MMMM⃗ = �1, 1, 0) y %�MMMM⃗ = �0, 2, 3). 
 

'tMMM⃗ = �# u v1 1 00 2 3� = 3# + 2v − 3u = 3# − 3u + 2v ⇒ 'tMMM⃗ = �3, −3, 2). 

 

r`�; ?�MMMMM⃗ , 'tMMM⃗ , c ≡ �, − 5 � $ − 32 2 23 −3 2 � = 0;    
 4�, − 5) + 6� − 6�$ − 3) − 6�$ − 3) + 6�, − 5) − 4� = 0;  
 10�, − 5) + 2� − 12�$ − 3) = 0;   5�, − 5) + � − 6�$ − 3) = 0;  
 5, − 25 + � − 6$ + 18 = 0 ⇒  r ≡ 5, + � − 6$ − 7 = 0. 

 �)  
 Los puntos ?�3, −2, 1) � 8�1, 2, 3) determinan el vector ?8MMMMM⃗ = �−2, 4, 2). 
 

s`�; ?�MMMMM⃗ , ?8MMMMM⃗ c ≡ �, − 5 � $ − 32 2 2−2 4 2 � = 0;    
 4�, − 5) − 4� + 8�$ − 3) + 4�$ − 3) − 8�, − 5) − 4� = 0;  
 −4�, − 5) − 8� + 12�$ − 3) = 0;  �, − 5) + 2� − 3�$ − 3) = 0;  
 , − 5 + 2� − 3$ + 9 = 0  ⇒   s ≡ , + 2� − 3$ = −4. 
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Si los planos = ≡ , + 2� + �$ = 7 y s ≡ , + 2� − 3$ = −4 tienen que ser 
paralelos y no coincidentes tienen que tener proporcionales sus respectivos coeficientes 
de ,, �, $ y no ser proporcionales sus términos independientes: 

 33 = �� = x1- ≠ d1Y   ⇒   � = −3. 

 
********** 
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5º) Sea la función \�,) = √, + , − 2. 
 �) Compruebe que la función \�,) cumple el enunciado del teorema de Bolzano en el 
intervalo O0, 2P y que, por tanto, la ecuación \�,) = 0 tiene alguna solución en el in-
tervalo �0, 2). Compruebe que , = 1 es una solución de la ecuación \�,) = 0 y ra-
zone, teniendo en cuenta el signo de \]�,), que la solución es única. 
 �) A partir del resultado final del apartado anterior, encuentre el área limitada por la 
gráfica de la función \�,), el eje de abscisas  y las rectas , = 0 � , = 1. 

---------- �)  
 El teorema de Bolzano dice que “si \�,) es una función continua en O�, �P y 
toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces ∃� ∈ ��, �) tal 
que \��) = 0”. 
 
 La función \�,) = √, + , − 2 es continua en su dominio, B�\) = O0, +∞), por 
ser la suma de tres funciones continuas, por lo cual le es aplicable el teorema de Bol-
zano en el intervalo O0, 2P: 
 
 \�0) = √0 + 0 − 2 = −2 < 0. 
 \�2) = √2 + 2 − 2 = √2 > 0.  
 ����� ���� ����� !�� "� \�%�#ó% \�,) �#�%� �" ��%�& �%�  �í$ �% �0, 2). 
 
 \�1) = √1 + 1 − 2 = 1 − 1 = 0. 
 ����� ���� ����� !�� , = 1 �&  �í$ �� "� \�%�#ó% \�,). 
 
 Se pide comprobar que la raíz es única. Se usa el método de reducción al absurdo. 
 
  Si tuviera otra raíz le sería aplicable el teorema de Rolle a la función en el inter-
valo considerado. 
 
 El teorema de Rolle dice que “si una función \�,) en continua en O�, �P y deri-
vable en ��, �), con �, � ∈ 8 y � < �, y se cumple que \��) = \��), existe al menos 
un valor c, � < � < � tal que \]��) = 0”. 
 

 \]�,) = 3�√D + 1 ≠ 0, ∀, ∈ 8.  

 
Al no existir ningún valor real tal que \]�,) = 0: 

 ����� ����&� ��� !�� \�,) &�"���%�� �#�%� �%�  �í$  ��". 
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�)  
 Para el cálculo del área pedida debe tenerse en cuenta que en el intervalo �0, 1) 
las ordenadas de la función son negativas. 
 

 | = − } \�,)3@ �, = } \�,)@3 �, = } `√, + , − 2c@3 · �, = ~ DbLbL + DL� − 2,�3
@ = 

 = Z�D√D- + DL� − 2,[3
@ = 0 − 
�·3·√3- + 3L� − 2 · 1� = − �- − 3� + 2 = 1Y1-F3�� = X�.  

 | = X�  �� ≅ 0,833 ��. 

 
********** 
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6º) Unos estudiantes de bachillerato han programado una hoja de cálculo como el de la 
figura siguiente que da la solución de un sistema de ecuaciones compatible determi-
nado de una manera automática: 
 

��1 2 −11 −1 −22 1 2
���������     −6−36

D        H          J               
�� ⇒ , = 1� = −2$ = 3  

 �) Escriba el sistema y compruebe que los valores propuestos como solución son co-
rrectos. 
 �) ¿Qué valor debería ponerse en lugar de 2 que está enmarcado en la imagen, corres-
pondiente a la celda �--, para que el sistema sea incompatible? 

---------- �)  

 �1 2 −11 −1 −22 1 2 	 · �,�$� = �−6−36 	 ⇒ , + 2� − $ = −6, − � − 2$ = −32, + � + 2$ = 6�. 
 
 Resolviendo por la regla de Cramer: 
 

 , = �1� � 131- 13 1�� 3 � �
�3 � 133 13 1�� 3 � � = 3�F-1�Y1�13�F3�1�13121�F�1Y = 3X1-@13X = 13X13X = 1. 

 

 � = �3 1� 133 1- 1�� � � �
13X = 1�1�F�Y1�F3�F3�13X = �Y1�F3�13X = -@13X = −2. 

 

 $ = �3 � 1�3 13 1-� 3 � �
13X = 1�1�13�13�F-13�13X = 1YX13X = 3. 

 ����� ���� ����� !�� "� &�"��#ó% �& , = −1, � = −2 � $ = 3. 

 �)  
 Supóngase que el valor a determinar es %.  
 
 Procediendo por el método de Gauss: 
 

 �] = �1 2 −11 −1 −22 1 %     −6−36 	 ⇒ q �� → �� − �3�- → �- − 2�3� ⇒ �1 2 −10 −3 −10 −3 % + 2    −6318	 ⇒ 
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⇒ 9�- → �- − ��: ⇒ �1 2 −10 −3 −10 0 % + 3    −6315	 ⇒ % + 3 = 0 ⇒ % = −3. 

 
 Según el teorema de Ruoché-Fröbenius: 
 ?� � % = −3 ⇒ 8�%g � = 2;  8�%g �] = 3 ⇒ |#&���� #%������#�"�. 

 
********** 
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