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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguiéinidas respuestas, explique siem-
pre qué quiere hacery por qué. Puede utilizautadoras, pero no se autorizara el uso
de calculadoras u otros aparatos que tengan infbidmalmacenada o que puedan
transmitir o recibir informacion.

o . _ L2 (=1 t 2
1°) Sean las matricd¢ =0 —-1|yN = ( 1 0 _1).
t 2

a) CalculeM - N y compruebe que la matriz resultante no es irblerti

b) Encuentre los valores degpara los que la matri¥ - M es invertible.

a)
1 2 1 t 0
-1 t 2
M-N=<O —1)- =<—1 0 1 )
t 2 (1 0 _1) 2—t t? 2t—2

Una matriz es invertible cuando su determinantiststo de cero.

1 t 0
IM-N|=|-1 0 1 [=t@-t)—-t?+t2t-2) =
2—t t? 2t-2

=2t —t?>—t?>+2t> =2t = 0.

Queda comprobado que la matriz M - N no es invertible.

b)
var=(3 8 2o s)=(21 20
Nem =T 2 = -ne-n=—@-t-2t+t7) =
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= —t% 4+ 3t — 2.

IN-M|=0=>—-t?+3t—2=0; t?2-3t+2=0; x=

3+V9-8  3+V1
2 2

==-€?—=$.X1 =:1,x2 = 2.

La matriz N - M es ivertible Vt € R — {1, 2}.
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2°) Sea la recta que pasa por los punt(®,1,1) y B(1,1,—1).
a) Encuentre la ecuacion paramétrica de la recta

b) Calcular todos los puntos de la rectgue estan a la misma distancia de los planos
m=E=Ex+y=-2yn,=x—z=1.
Nota: Puede calcular la distancia de un punto dedemada®, (x,, y,, z,) al plano de

- _ _ - _ |Ax0+By0+CZO+D|
ecuaciont = Ax + By + Cz + D = 0 con la expresiod(Py, ) = TripTee

a)
Los puntosd y B determinen el vectofB = [B — 4] = (1,0, —2).

Considerando, por ejemplo el pugtpunas ecuaciones paramétricag gen:

x=A
r=jy=1 .
z=1-21

b) Calcular todos los puntos de la rectgue estan a la misma distancia de los planos
m=Ex+y=-2yn,=x—z=1.

Un punto genérico deesP(4,1,1 — 24).

1:A+41-1+0-(1-2)+2| _ |A+1+2| _ |2+3]|

d(P,my) =

VZrEror | Vi 2
d(P ) _ |1-l+0-1—1-(1—21)—1| |l+0 1+2A— 1| |31 2|
) S T e, Vi 7
d(P,m,) = d(P,m,) = ”j;' '”fz' IA+3]=[31—-2| >
A+3=31-2) 21=5 s 1
=>/1+3——3/1+2} 42 = -1 Sh=3k=0

Pl( 1,1-2- ) P1(§,1,—4).

Pl (-2)] = (-4
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3°) Sea la funciof (x) = x3 — x2.

a) Encuentre la ecuacion de la recta tangente aafacgry que sea paralela a la recta
de ecuacio + 3y = 0.

b) Calcule, silos hay, los puntos de la graficaaequie la funcion presenta un maximo
0 minimo relativo o un punto de inflexion.

a)

La rectax + 3y = 0 también puede expresarse de la fopma — §x1 cuya pen-
diente esn = —g.

La recta tangente, por ser paralela a la recta,dethe su misma pendiente.

La pendiente de la recta tangente a una funciamgrunto es igual que el valor
de su primera derivada en ese punto:

f’(x)=3x2—2x=>m=f’(x)=3x2—2x=—§; 9x%2 —6x+1=0;
(3x —1)?2 = 0; 3x—1=0=>x=§.
El punto de tangencia es el siguiente:
N ()Y () oLl _1_13_ 2 1_2
f(g)—(g) _(E) T 27 9 27 27=>P(3’ 27)'

La expresion de la recta que pasa por un puntocide la pendiente es la si-
guiente:y — y, = m(x — x,).

y+==—3(x—3)=—3x+5; 27y+2=-9x+3,

La ecuacion de la recta tangente pedida es laesigul

Tangente:t =9x + 27y —1 = 0.

b)
Para que una funcion tenga un maximo o minimaivelan un punto es condi-
cion necesaria que se anule su derivada en esa punt

Para diferenciar los maximos de los minimos serre@ la segunda derivada;
si es positiva para el valor que anula la primgedrata de un minimo vy, si es negativa,



de un maximo.
f'(x) =3x* —2x. f'(x)=6x—2.
ff(x)=0=>3x2—-2x=0; xB3x—2)=0=>x, =0,x, =§.
f"(0)=6-0—2=-2< 0= Maximo relativo para x = 0.

f(0) = 0 = Maximo: 0(0,0).

f"(%) = 6'5— 2 =2 > 0> Minimo relativo para x = g

3 2
2 2 8 4 8-12 4 ;o 2 4

f(g)z(_) _(_) :___=_=——=>Mmlmo:A(—,——)-
3 3 3 27 9 27 27 3’ 27

Para que una funcion polinébmica tenga un puntmfiexion son condiciones
necesarias que se anule su segunda derivada yssetadle cero la tercera derivada
para los valores que anulan a la segunda.

F'(x) = 6x — 2. F"(x) = 6 # 0.

frr(x)=0=>6x—2=(); 3x_1=0:x=§.

Q=6 -6 =5-3=5=-5=r8G3)
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4°) Considere los puntd¥(3,—2,1),0(5,0,3),R(1,2,3) y la rectar que tiene por
ec aciérr={x+y+1=0

u “2y+3z-5=0
a) Determine la ecuacion general (es decir, que teefeemadx + By + Cz = D) del
planoy que pasa pad? y Q y es paralela a la recta

b) Dados el plana = x + 2y + mz = 7 y el plang3 que pasa pdt, Q y R, encuentre
m para que sean paralelos y no coincidentes.

a)
Los puntos(3,—2,1) y Q(5,0, 3) determinan el vectd?_(j =(2,2,2).

x+y+1=0
2y+3z—5=0
nealmente dependiente del producto vectorial dedoores normales de los planos
que la determinan, que sap = (1,1,0) yn, = (0, 2, 3).

Un vector director de la recta= { es cualquiera que sea li-

i j k
7,=|1 1 0|=3i+2k—3j=3i—3j+2k>7v, =(3,-3,2).
0 2 3
_ x—5 y z-3
v(Q; PO 7, )= 2 2 2 |=0;
3 -3 2

4(x —5)+6y—6(z—3)—6(z—3)+6(x—5)—4y =0;
10(x—5)+2y—12(z—3)=0; 5(x—5)+y—6(z—3) =0;

5x—254+y—-6z4+18=0 =>y=5x+y—62—7=0.

b)
Los puntos(3,—2,1) y R(1, 2, 3) determinan el vectdtR = (2,4, 2).

L x—5 y z-3
B(Q; PQ,PR)=| 2 2 2 [=0;
-2 4 2

4(x —5)—4y+8(z—-3)+4(z—3)—8(x—5)—4y =0;
—4(x—5)—8y+12(z—3)=0; (x—5)+2y—3(z—23) = 0;

X—54+2y—-324+49=0 = [f=x+2y—3z=—4.



Silos planost=x+2y+mz=7y f =x+ 2y — 3z = —4 tienen que ser
paralelos y no coincidentes tienen que tener poopaeales sus respectivos coeficientes
dex,y,z y no ser proporcionales sus términos independiente

1 2 m 7
=22l 5 om=-3.
1 2 -3 -4 —
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5°) Sea la funcioffi(x) = Vx + x — 2.

a) Compruebe que la funcigi{x) cumple el enunciado del teorema de Bolzano en el
intervalo|0, 2] y que, por tanto, la ecuacidiix) = 0 tiene alguna solucién en el in-
tervalo (0,2). Compruebe que = 1 es una solucion de la ecuaciffx) =0 y ra-
zone, teniendo en cuenta el signgféec), que la solucion es Unica.

b) A partir del resultado final del apartado anteremcuentre el area limitada por la
gréfica de la funciorf (x), el eje de abscisas ylasrectas 0 y x = 1.

a)
El teorema de Bolzano dice que f&ix) es una funcion continua €, b] y
toma valores de distinto signo en los extremosrdetvalo, entonce3c € (a, b) tal

quef(c) =0".

La funcionf (x) = v/x + x — 2 es continua en su dominid(f) = [0, +), por
ser la suma de tres funciones continuas, por Iblewes aplicable el teorema de Bol-
zano en el intervalf0, 2]:

f(0)=v/04+0-2=-2<0.

f(2)=vV2+2-2=+V2>0.

Queda comprobado que la funciéon f(x) tiene al menos una raiz en (0, 2).

f(=+V1I+1-2=1-1=0.

Queda comprobado que x = 1 es raiz de la funciéon f(x).

Se pide comprobar que la raiz es Unica. Se uséteto de reduccion al absurdo.

Si tuviera otra raiz le seria aplicable el te@@® Rolle a la funcion en el inter-
valo considerado.

El teorema de Rolle dice que “si una funcfdmx) en continua efa, b] y deri-

vable en(a, b), cona,b € Ry a < b, y se cumple qug(a) = f(b), existe al menos
un valor ca < ¢ < b tal quef'(c) = 0".

"(x) = ——
f(x)—2&+1¢0,‘v’x€R.

Al no existir ningun valor real tal qy€(x) = 0:

Queda demostrado que f(x) solamente tiene una raiz real.




b)
Para el calculo del &rea pedida debe tenerseeastecque en el interval@, 1)
las ordenadas de la funcidon son negativas.

S=_folf(x)dx=flof(x)dx=f10(\/§+x—2)-dx= %5+3;_2_2x] B

2

2 1 —4-34+12 5
=____+2= = -,
3 2 6 6

= [ o2 = 0- (204 o2 1)

s=2u?=0833u?
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6°) Unos estudiantes de bachillerato han programaddnoja de calculo como el de la
figura siguiente que da la solucién de un sistemaalaciones compatible determi-
nado de una manera automatica:

x y z
1 2 -1 —¢ x=1

1 -1 -2 _3|=|ly=-2
2 1 6 z=3

a) Escriba el sistema y compruebe que los valorgsugsios como solucién son co-
rrectos.

b) ¢ Qué valor deberia ponerse en lugar de 2 quemstarcado en la imagen, corres-
pondiente a la celda;;, para que el sistema sea incompatible?

a)
1 2 -1 X —6 X+2y—z=-6
<1 -1 —2>-<y>=<—3>=>x—y—22=—3}.
2 1 2 Z 6 2x+y+2z=6
Resolviendo por la regla de Cramer:
-6 2 -1
-3 -1 -2
_le 1 ol _ 1243-24-6-12412 _15-30 _ 15 _
X=T 2 0 T T Tisz242-2  -15 15
1 -1 -2
2 1 2
1 -6 -1
1 -3 -2
_l2 6 ol_ -6-6+24-6+12412 246412 _ 30 _ _,
Yy="5 = ~15 - -15  -15
1 2 -6
1 -1 -3
g2 1 el _—6-6-12-1243-12  -45 _ 5
-15 -15 -15
Queda comprobado que la solucibones x = -1,y = -2y z = 3.
b)

Supdngase que el valor a determinat.es
Procediendo por el método de Gauss:

1 2 -1 -6 1 2 -1 -6
F, > F, —F
M’=<1 1 -2 —3):{ 2712 1}=><0 _3 1 3>=>

F. > F. — 2F.
2 1 n 6 37 T4 0 -3 n+2 18



1 2 -1 -6
= {Pé - Pé _'Pé} = (() __3 _'1 3 > = n,+'3 =0>n=-3.
0 0 n+3 15

Segun el teorema de Ruoché-Frobenius:

Paran = -3 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
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