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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguiéinidas respuestas, explique siem-
pre qué quiere hacery por qué. Puede utilizautadoras, pero no se autorizara el uso
de calculadoras u otros aparatos que tengan infbidmalmacenada o que puedan
transmitir o recibir informacion.

1°) Considere las rectggs= x e y = 2x, y la paraboly = x2.

a) Calcule los puntos de interseccion entre las cpafde las diferentes funciones y
haz un esbozo de la region delimitada por estdegsa

b) Calcule el area de la region plana del apartatkrian

a)
Las rectay = x e y = 2x se cortan en el origen de coordenadas.
Los puntos de corte de cada una de las rectda gamabola son los siguientes:
y=x } 2 2
>x=x% x*—x=0;. 4
y =’ \ 7 l/
N x; =0-0(0,0) B
x(x—1) = 0=>{x2 — 15 A(L1)
y =X
= 2x C
Y 2}=>2x=x2; x?>—2x=0;
y=x o
2 | X
N x; =0-0(0,0)
x(x—2) = 0=>{x2 — 25 B(2.4)

La representacion grafica de la situacion se anditla figura adjunta.

b)
De la observacion de la figura se deduce la sgped calcular, que es la si-
guiente:
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S = fol(Zx—x)-dx+f12(2x—x2)-dx = folx-dx+f12(2x—x2)-dx =
271 342

- B AL = G o) [ 5] = (-5 - (- 9)] 5

= 4+4-2—1+4+-=3+
2 3 3
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1 0 a-1
2°) Considere la matrid = <1 a 1 ) dondea es un parametro real.
4 3a 1

a) Hallar los valores reales del parametro cephra los que la matriz M es invertible.

b) Discute la posicion relativa de los plamgs=x + (a — 1)z =0,m1, = x + ay +
z=1ymn; =4x+ 3ay + z = 3 en funcion de los valores del parametro

a)
Una matriz es invertible cuando su determinantistgto de cero.
1 0 a-1
IM| =11 a 1 |=a+3a(a—1)—4a(a—1)—3a=
4 3a 1

=-2a—a(a—1)=0; 2a+a(a—1)=0; 2a+a’?—-—a=0; a®?+a = 0;
a(a+1)=0=a, =0,a, = —1.

M es invertible Va € R — {—1, 0}.

b)
Los planost, =x+(a—1)z=0,n, =x+ay+z=1yn; =4x+ 3ay +
x+(a—-1)z=0
z = 3 determinan el sistemax +ay + z = 1}, cuyas matrices de coeficientes y am-
4x +3ay+z=3

1 0 a-1 1 0 a—-1 0
pIiadasorM=<1 a 1 )yM’:<1 a 1 1).

4 3a 1 4 3a 1 3

Notese que la matriz M es la misma del apartaderiant

Segun que los rangos de estas matrices, la posaativa de los planos son las
siguientes:

1°. -- Rang M = Rang M' = 3 = Los planos se cortan en un punto.

2°. -- Rang M = 2; Rang M’ = 3 = Los planos son secantes dos a dos.
3° --Rang M = Rang M' = 2 = Los planos se cortan en una recta.
4°, -- Rang M = 1; Rang M' = 2 = Los planos son paralelos.

59 -- Rang M = Rang M' =1 = Los planos son coincidentes.



1 0 a-1
RangM = |1 «a 1 |=a(a+1)=0=>a; =0,a, = —1.
4 3a 1
. a#0 /
Si {a . _1} = Rang M = Rang M' = 3 = Los planos se cortan en un punto.
1 0 -1 0
Paraa=0=>M’=<1 0 1 1>=>RangM’=>{Cl,C3,C4}=>
4 0 1 3
1 -1 0
=1 1 1/=3-4—-14+3=1+#0= RangM' =3.
4 1 3

Sia=0= Rang M = 2,Rang M' = 3 = Los planos son secantes dos a dos.

1 0 -2 0
Paraa=—1=>M’=<1 -1 1 1>=>{C2 =—C,} > Rang M' =2
4 -3 1 3

Sia=—-1= Rang M = Rang M' = 2 = Los planos se cortan en una recta.
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3°) Sean las matrices= (—26 _31) yB = (; ;)

a) CalculeA-ByB - A.

b) Justifique que si el producto de dos matrices i@gas no nulas tiene por resultado
la matriz nula, entonces el determinante de amladsams debe ser cero.

a8=(% 5) G 2= o)

5a=(y o) (G 3)=G 2

a)

b)
Sean las matrices Ay B, y suponemos que, porxgens| # 0, lo que implica
que la matriz B no es nula y tiene inversa.

SiendoA - B = 0 (matriz nula), se pueden multiplicar los dos t@wsi por la
derecha poB~1, que existe, resultando:

A-B-B1=0-B"1=0= A=0,locual contradice que las dos matrices son
cuadradas y no nulas.

Por lo anterior se concluye que:

A-B =0 = |A| # 0y |B| # 0,como queriamos justificar.
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4°) Considera la funciéfi(x) = —
a) Calcule la ecuacion de la recta tangente a lacgréh aquellos puntos en la recta
tangente es horizontal.

b) Calcule las coordenadas del punto de la grafida diencionf(x) en que la pen-
diente de la recta tangente es maxima.

a)

Si la recta tangente es horizontal su pendiente €s0.

El valor de la pendiente de la tangente a una &umnen un punto es igual que el
valor de su primera derivada en ese punto.

/ _ -l2x _ -2x
m = f'(x) = (1+x2)2  (1+x2)2°

—2x
(1+x2)?

m=0=f'(x)=0= =0; 2x=0=>x=0.

f(0) = 1:02 = % = 1 = Punto de tangencia P(0,1).

La expresion de una recta conocido un punto \etadignte viene dada por la
formulay — y, = m(x — x,), que aplicada al pun®(0,1) conm = 0 es:

y—1=0-(x—0)=0.

La recta tangente pedidaest =y —1 = 0.

b)
Una funcién tiene un maximo cuando se anula sngrd derivada y es negativa
su segunda derivada para los valores que anu@amara.

La primera derivada d€ (x) esf " (x).

f”(.X') _ —2-(1+x2)2—(‘2X)-[2-(1+x2).2x] _ _2'(1+X2)+8x2 _ 6x2—2 B 2(3x2_1)
= (14x2)% - (1+x2)3 T @xd)?  (14x)3
" 2(3x%2-1) 1 73 7
f(x)=0=>(1+x2)3=0;3x2_1:0; x2=§$x1=?,x2=_?_

La segunda derivada @é(x) esf'" (x).

f,,,( ) _6x-(1+x%)3—(6x%-2)[3-(1+x?)%2x] _ 6x-(1+x?)—(6x%-2)-6x
X) = (1+x2)6 - (1+x2)% -




_6x-(1+x%2-6x2+2) _ 6x-(3+5x2)

(1+x2)* T (a+x2)t
V3 1
(V3 _— 6'(_>'(3+5_) , . _ ﬁ
f (?3) - —3(1%)4 22> 0 = Minimo para x = .
V3 1
mf V3\ _ 6'(__)'(3-'_5_) s _ _E
f(-5) = (31%)4 ¥ <0 = Maximo parax = ——.
1 1 _3
f(_?3 = 1_+; = ? =
El punto pedido es Q (— g&)_
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59 Sean P, Q y R los puntos de interseccion éelopt = x + 4y + 2z = 4 con los
ejes de coordenadas OX, OY y OZ, respectivamente.

a) Calcule los puntos P, Q y Ry el perimetro déhigulo de vértices P, Q y R.

b) Calcule al area del triangulo de vértices P, Qy R
Nota: Para el calculo del area del triangulo ddérpor los vectoreg y w puede uti-

H z 1 - — - — .
lizarse la formules = > lv x w||, dondev x w es el producto vectorial de los vecto-
resvy w.

a)

b)

T=x+4y+2z=4=/4 0Y=>{

—_—

PQ=[Q—-P]=1[(0,1,0) — (4,0,0)] = (—4,1,0).

PQ =,(-4)2+12=+16+1 =17.
PR=[R—P]=1[(0,0,2) — (4,0,0)] = (—4,0,2).

PR = /(—4)? + 22 =16 + 4 = /20.

QR =[R-Q]=1[(0,0,2) - (0,1,0)] = (0,-1,2).

QR =(-D?+22=VI+4 =15

Perimetro =p = (\/ﬁ ++/20 + \/E) u = 10,831 wu.

_’|:l. i

-|ﬁ2’xPR

N

Spor = - = - |20 + 4k + 8j| =

j k
-4 1 0
-4 0 2

=|i+4j+2k|=V1Z+42+22 =1+ 16 + 4 =21

SPQR = vZleiZEE 4;583’u2.
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6°) Considera la funciofi(x) = %"

a) Calcule el dominio de la funcidfy los puntos de corte de la graficafdeon los
ejes de coordenadas, y los intervalos de crecimiedecrecimiento dg.

b) Calcula el area de la region del plano determimpadada grafica de la funcidfy, las
rectasx = 1y x = e, y el eje de abscisas.

a)

Sabiendo que los nimeros negativos no tienenitogarD (f) = (0, +).

Del dominio de la funcién se deduce dagunciéon f no corta al eje Y.

EjeX=f(x)=0=>Lx=0=>x=1= P(1,0).

Una funcion es creciente o decreciente cuandersvedia es positiva o negativa,

Lx-Lx1 1-Lx

respectivamente:f’(x) =%

x2 x2

Por sex? > 0,Vx € D(f), la derivada es positiva o negativa cuando loetea
numeradonl —Lx:1—Lx =0 = x = e.

Crecimiento: f'(x) > 0=>x <e.

Decrecimiento: f'(x) < 0= x > e.

= lim 2 =1=0.

X—+oo X o

RRIR

lim f(x) = lim K25 Ind.> {L'Hopital} > lim
X—+0oo X—>+00 X ©o X—>+00

De lo anterior se deduce que el eje X es asihtwiaontal de la funcién.

b)
Teniendo en cuenta que la funcion corta al ejgbdeisas en el punf(1,0) y
que la funcion es creciente en el intendlge), la superficie a calcular es la siguiente:

e Lx { Lx =t

e
S=[f(x)-dx=[—-dx= %-dx=dtx:1_>t:o

X

x=e—>t=1}=>f01t.dt=

t? 12 1
21y 2 2
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