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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siem-
pre qué quiere hacer y por qué. Puede utilizar calculadoras, pero no se autorizará el uso 
de calculadoras u otros aparatos que tengan información almacenada o que puedan 
transmitir o recibir información. 
 
1º) Las páginas de un libro deben tener 600 cm2 de superficie total cada una, con unos 
márgenes alrededor del texto de 2 cm en la parte inferior, 3 cm en la parte superior y 2 
cm a cada lado. Calcula las dimensiones de la página que permite la superficie más 
grande posible. 

---------- 
 
      La superficie de la página es �� = � · � = 600 
��. 
 

 De la superficie total se deduce que � = 
��� . 

 
De la observación de la figura se deduce la super-

ficie a imprimir (blanca) y que tiene que ser lo máxima 
posible; es la siguiente: 
 � = �� − 4��� − 5� = �� − 5� − 4� + 20. 

 

Sustituyendo el valor de � = 
���  :  

 ���� = � · 
��� − 5� − 4 · 
��� + 20 = 620 − 5� − �.���� = �����
�����.���� =  

 = − �� · ������������ . 

 
 Para que la superficie a imprimir sea máxima es necesario que se anule su pri-
mera derivada y sea negativa su segunda derivada para los valores que anulan la pri-
mera. 

 � ��� = − �� · ��������·���������������·��� = − �� · ���������������������� = 

 = − �� · �������� .  
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 � ��� = 0 ⇒ − �� · �������� = 0;  �� − 480 = 0;   � = ±√480 = ±4√30.  

 
 La raíz negativa carece de sentido lógico, por lo cual � = 4√30 ≅ 21,91. 
 

 � = 
��� = 
���√,� = ���√,� = ���√,�,� = 5√30 ≅ 27,39. 

 ./ �012345
52 62 7/ 1á95:/ 2� 21,91 
� 62 ;/�2 � 27,39 
� 62 /7<03/. 

 
 Justificación de que el valor hallado de � es un máximo. 
 �  ��� = − �� · ��·�����������·���= = − �� · �����·���������> = − �� · ����������> =  

 = − �� · ����>  = − �?��> .  

 

 �  @4√30A = − �?�@�√,�A> < 0 ⇒ Cá�5�D, 
D�D �2 E023í/ G0�<545
/3. 

 
********** 
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2º) Considere el sistema de ecuaciones lineales H� + 3� + 2I = −1       � + J�� + 3I = 2J      3� + 7� + 7I = J − 3, que depende 

del parámetro J. 
 /� Discute el sistema para los diferentes valores del parámetro J. 
 ;� Resuelve el sistema para el caso de J = −1. 
 

----------  /�   
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 C = K1 3 21 J� 33 7 7L y C′ = K1 3 21 J� 33 7 7    −12JJ − 3L. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro J es el siguiente: 
 |C| = O1 3 21 J� 33 7 7O = 7J� + 14 + 27 − 6J� − 21 − 21 = J� − 1 = 0 ⇒   

 ⇒ J� = −1, J� = 1. 
 P/3/ QJ ≠ −1J ≠ 1 S ⇒ T/:9 C = T/:9 C = 3 = :º 5:
ó9. ⇒ �. W. X. 

 

P/3/ J = −1 ⇒ C = K1 3 21 1 33 7 7    −1−2−4L ⇒ YW� − W, = W�Z ⇒ T/:9 C = 2.  

 P/3/ J = −1 ⇒ T/:9 C = T/:9 C = 2 < :º 5:
ó9. ⇒ �. W. [. 

 

P/3/ J = 1 ⇒ C = K1 3 21 1 33 7 7    −12−2L ⇒ T/:9 C ⇒ YW�, W�, W�Z ⇒  

 

⇒ O1 3 −11 1 23 7 −2O = −2 − 7 + 18 + 3 − 14 + 6 = 4 ≠ 0 ⇒ T/:9 C = 3. 

 P/3/ � = 1 ⇒ T/:9 C = 2;  T/:9 C = 3 ⇒ �5�<2�/ 5:
D�1/<5;72. 
 ;�   
 Para J = −1 el sistema resulta: 
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   � + 3� + 2I = −1     � + � + 3I = −23� + 7� + 7I = −4\, que es compatible indeterminado. Despreciando una de 

las ecuaciones (tercera) y haciendo I = ]: 
 

 
� + 3� = −1 − 2]  � + � = −2 − 3]^   � + 3� = −1 − 2]−� − � = 2 + 3]   ^ ⇒ 2� = 1 + ];   � = �� + �� ]. 

 

 � + �� + �� ] = −2 − 3];   � = − �� − _� ]. 

 �D70
5ó:: � = − �� − _� ], � = �� + �� ], I = ], ∀] ∈ T. 

 
********** 
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3º) Un dron se encuentra en el punto P�2, −3, 1� y queremos dirigirlo en línea recta 
hasta el punto más próximo del plano de ecuación c ≡ 3� + 4I + 15 = 0. 
 /� Calcula la ecuación de la recta, en forma de paramétricas, que tiene que seguir el 
dron. ¿Qué distancia tiene que recorrer hasta llegar al plano? 
 ;� Encuentra las coordenadas del punto del plano donde llegará el dron. 
 

---------- /�  
 Un vector normal del plano c es :e⃗ = �3, 0, 4�. 
 
 La ecuación de la recta 3, que es la dirección del dron, es la siguiente: 
 

3 ≡ g� = 2 + 3]� = −3      I = 1 + 4]. 

 
 La distancia a recorrer por el dron es la distancia del punto P al plano c. 
 

La distancia del punto P����, ��, I�� al plano h� + i� + WI + X = 0 viene 

dada por la fórmula 6�P�, c� = |j�k�lmk�nok�p|√j��l��n� . Aplicando la fórmula al punto P�2, −3, 1� y al planos c ≡ 3� + 4I + 15 = 0: 
 

 6�P, c� = |,·���·����|√,������� = |
�����|√?��
 = ��√�� = ��� = 5. 

 ./ 65�</:
5/ 627 63D: /7 17/:D c 2� 62 5 0:56/62�. 

 ;�  
El punto del plano donde llegará el dron es la intersección del plano c con la 

recta 3:  

c ≡ 3� + 4I + 15 = 0
          3 ≡ g� = 2 + 3]� = −3      I = 1 + 4] q ⇒ 3�2 + 3]� + 4�1 + 4]� + 15 = 0;  

 6 + 9] + 4 + 16] + 15 = 0;   25 + 25] = 0;   1 + ] = 0 ⇒ ] = −1. 
 

 g� = 2 + 3]� = −3      I = 1 + 4]\ ⇒ ] = −1 ⇒ r�−1, −3, −3�. 

 s7 63D: 7729/ /7 10:<D r�−1, −1, −3� 627 17/:D c. 

 
********** 
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4º) Considera la función 4��� = ��>�������� . 

 /� Calcula el dominio y estudia la continuidad de 4. ¿Tiene asíntota vertical? 
 ;� Observa que 4�−2� = ��, , 4�0� = 4 � 4�2� = −10. Razona si, a partir de esta in-

formación, podemos deducir que el intervalo �−2, 0� contiene un cero de la función. 
¿Podemos deducirlo para el intervalo �0, 2�? Encuentra un intervalo determinado por 
dos enteros consecutivos que contenga, como mínimo, un cero de esta función. 
 

---------- /�  
 El dominio de una función racional es el conjunto de los números reales, excepto 
los valores reales de � que anulan el denominador. 
 
 1 − � = 0 ⇒ � = 1 ⇒  X�4� ⇒ T − Y1Z. 
 
 La función 4��� es continua en su dominio, por ser cociente de dos funciones 
polinómicas. 
 ./ 40:
5ó: 4��� 2� 
D:<0/ 2: �0 6D�5:5D. 

  
 La única asíntota vertical posible es para � = 1: 
 

 lim�→� 4��� = lim�→� ��>�������� = �·���·������ = ������ = �� = ∞. 

 ./ 40:
5ó: 4��� <52:2 
D�D /�í:<D</ y23<5
7/ / 7/ 32
</ � = 1. 

 ;�  
 Del apartado anterior se deduce que la función es continua en el intervalo �−2, 0�, por lo cual, según el teorema de Bolzano, que dice que “si 4��� es una función 
continua en z/, ;{ y toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, en-
tonces ∃
 ∈ �/, ;� tal que 4�
� = 0”. 
 
 Según el teorema de Bolzano y con la información aportada se puede inferir que: 
 ./ 40:
5ó: 4��� <52:2 /7 �2:D� 0: 
23D 2: 27 5:<23y/7D �−2, 0�. 

 
 En el intervalo �0, 2� no se puede asegurar que la función 4��� tenga algún cero 
debido a que la función no es continua en este intervalo. 
 
 Considerando la continuidad del intervalo �−2, 0�, se puede considerar el inter-

valo �−2, −1�, donde la función 4��� es continua; se tiene que: 4�−2� = ��,  y 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 
 

4�−1� = �·����>��·������������ = ��������� = _� > 0. 

 
 Según lo anterior y teniendo en cuenta de nuevo el teorema de Bolzano, se puede 
asegurar que: 
 ./ 40:
5ó: 4��� <52:2 /7 �2:D� 0: 
23D 2: 27 5:<23y/D �−2, −1�. 

 
********** 
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5º) Sea la matriz C = ~1 // 0�, donde / es un parámetro real. 

 /� Calcula para qué valores del parámetro / se satisface la igualdad C� − C − 2[ =�, donde [ es la matriz identidad y � es la matriz nula, ambas de orden 2. 
 ;� A partir de la igualdad del apartado anterior, encuentra una expresión general para 
calcular la matriz inversa de C y, a continuación, calcula la inversa de C para el caso 
de / = √2. 

---------- /�  

 C� = C · C = ~1 // 0� · ~1 // 0� = ~1 + /� // /��. 

 C� − C − 2[ = � ⇒ ~1 + /� // /�� − ~1 // 0� − ~2 00 2� = ~0 00 0� ;  
 ~/� − 2 00 /� − 2� = ~0 00 0� ⇒ /� − 2 = 0 ⇒ / = ±√2. 

 ;�  
 Por definición de matriz inversa sabemos que C · C�� = [: 
 C� − C − 2[ = �;   C · �C − [� = 2[;  C · �� �C − [� = [;    
 C · ��� �C − [�� = [ ⇒ C�� = �� �C − [�. 

 

 Para / = √2 ⇒ C�� = �� �� 1 √2√2 0 � − ~1 00 1�� = �� · � 0 √2√2 −1�. 

 C�� = �� · � 0 √2√2 −1�. 

 
********** 
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6º) Considera las funciones 4��� = �� � 9��� = ��, y la recta � = 2. 

 /� Haz un esbozo de la región delimitada por sus gráficas y el eje de abscisas. Calcula 
el punto de corte de � = 4��� con � = 9���. 
 ;� Calcula el área de la región descrita en el apartado anterior. 

---------- /�  
 Las abscisas de los puntos de corte de ambas funciones son las raíces de la ecua-
ción que resulta de la igualación de sus expresiones. 
 

 4��� = 9��� ⇒ �� = �� ;   �, = 1 ⇒ � = 1 ⇒ P�1, 1�. 

 
 La representación gráfica, aproximada, de la situación, es la que aparece en la 
figura adjunta. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ;�  
 De la observación de la figura se deduce la superficie a calcular, que es: 
 

 � = � 4����� · 6� + � 9����� · 6� = � ���� · 6� + � ���� · 6� = 

 = ��>, ��
� + z.�{�� = �>, − 0 + .2 − .0 = �, + 1 = �,. 

 � = �,  0�. 

 
********** 
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