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EXTRAORDINARIA — 2021
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

Responde a CUATRO de las seis cuestiones siguidatekas respuestas, explique
siempre qué desea hacer y por qué. Puede utikkzuladora que no puedan almace-
nar, transmitir o recibir informacion.

x+ky+z=3+k
1°) Considere el sistema kx +y + z = 4;, dependiente del parametro rkal
x+3y+z=5

a) Discuta el sistema para los diferentes valorepa&imetrd.

b) Resuelve, si es posible, el sistema para el cago=d1 y haga una interpretacion
geométrica.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son tpgsesites:

1 k1 1 k 1 3+k
M=|k 1 1|yM=(k 1 1 4 ]
1 3 1 1 3 1 5

El rango de la matriz de coeficientes en funcidrpdeametrad es el siguiente:

1 k 1
M=k 1 1|=1+3k+k—-1-k*-3=0; —k®+4k—3=0;
1 3 1

4+V16-12  4+V4  4+2
=——=

k? — 4k +3=0; k=" Z =241k =1k, =3

k+1 _ P
Para {kig}:RangM—RangM =3 =n%incog.= S.C.D.
1 1 1 4
Parak=1=>M’=<1 1 1 4>=>{F1=F2}=>RangM’=2.
1 3 15
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Parak =1= RangM = Rang M' = 2 < n®incég.= S.C.I.

1 3 1 6
Parak=3=>M’=<3 1 1 4>=>RangM’:>{Cl,C3,C4}=>

1 3 15
1 3 6
=113 1 4/=5+54+12-6—-12—-45=8 0= Rang M’ = 3.
1 3 5
Parak =3 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
b)
x+y+z=4%
Parak =1 el sistema resultax +y +z = 4}, que es compatible indetermi-
x+3y+z=5

: : x+y+z=4% : .
nado y equivalente al ssten}gql_ 3y +z= 5}. Haciendaz = A:

1

}=>2y=1; y =3

x+y=4—l} —x—y=—4+41
x+3y=5—-1) x+3y=5-1

x=4—A—y=4—A—%:x=%—A

Solucion: x =%—/1,y =%,z = A, VA ER.

El sistema resultante significa geométricamente:

Dos planos coincidentes cortados por otro plano oblicuo.
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2°) a) Dada la funciérf (x) = %, calcule la ecuacién de la recta tangenféxa en el

punto de abscisa= 1. Encuentra también la ecuacion de la recta noarfiét) en el
mismo punto.

b) Haga un eshozo de la grafica de la cyrva f(x) y de la rectadx + y =8, y
calcule el &rea delimitada por estas dos grafelage de abscisas y la reata 3.

a)
Parax = 1 esf (1) = 4, por lo cual el punto de tangenciasd, 4).

La pendiente de la tangente de la gréafica de wmedn en un punto es el valor
de la derivada en ese punto.

fl)=-—S=m=f(1)=-%=m=—4

La expresion de una recta conocido un punto eha@ente viene dada por la
formulay — y, = m(x — x,), que aplicada al puni(1,4) conm = —4 es:

y—4=—-4(x—-1) = —4x + 4.

La recta tangenteest =4x +y —8 = 0.

La pendiente de la recta normal es inversa ygtestontrario de la pendiente
1 . .
de la tangenten’ = " La recta normal es la siguiente:

y—4=2(x—1); 4y-16=x—1.

Larectanormalesn =x—4y+ 15 =0.

b)

La funciénf (x) = = es una hipérbola equila-
tera referida a sus asintotas, simétrica con r&spec
al origen de coordenadas y que contiene a los puntc
A(1,4) y B(4,1) y sus puntos simétricos respectix
vosC(—4,—1) yD(—1,-4). -

Notese que la rectas dada,+y = 8, es la
tangentet, a la funcion en el punté(1, 4) obtenida
en el apartado anterior.

En el intervala(1, 2), todas las ordenadas de la funcf@w) son mayores que
las correspondientes ordenadas de la testyy = 8 — 4x, por lo cual, la superficie a



calcular es la siguiente:
S=[f)—t@)] dx+ [ f(x)-dx=>S=A+B. (¥

A=ff[f—(8—4x)]-dx=f12(§+4x—8)-dx=[4-Lx+4212—8x]j=

X
=[4-Lx+2x>—8x)3=(4-12+2-22-8-2)—(4-L1+2-1>-8-1) =
=4-124+8-16—-0—-24+8=2>A=4-12-2.

_ (34 _ 3 _
B—fzz-dx—[4-Lx]2=>B_4-L3—4-L2.
Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de Ay B

S=4-12—-2+4-1L3—-4-1L2>S=(4-L3-2)u?=239u?
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3°) EnR3 se dan los punta$(3,1,1),B(0,0,1),C(4,1,2) y D(1,1,t), en donde es
un valor real.

a) ¢ Para qué valor real ddéos cuatro puntos son coplanarios?

b) Encuentre el valor depara que el tetraedro (irregular) que forman legro puntos
tenga un volumen deu3.

Nota: El volumen de un tetraedro definidos porndestoresv;, v, y v; es igual a un
sexto del valor absoluto del determinante de laimfiirmada por los tres vectores.

a)
Los puntos4(3,1,1),B(0,0,1),C(4,1,2) y D(1,1,t) determinan los siguien-
tes vectores:

AB =0B — 04 =1[(0,0,1) — (3,1, 1)] = (=3,—1,0).

AC=0C—-04=[(412)-(3,11)]=(101).

AD=0D — 04 =[(1,1,t) — 3,1, 1)] = (=2,0,t — 1).

Los puntos A, B, C y D seran coplanarios cuandeekn los tres vectores que
determinan, por lo cual, el rango de los tres vesttiene que ser 2, es decir: que el
determinante de la matriz que forman sea cero.

-3 -1 0
Rang {AB,AC,AD}=|1 0 1 |=2+t-1=0>t=-1.
-2 0 t-1
Los puntos A, B, C y D son coplanarios parat = —1.
b)
1 —_ —_— —_— __3 __1 0
VABCD=E-(AB><AC><AD)=5:> 1 0 1 || =30;
-2 0 t-1
. 1+t=30->1¢;, =29
|1+t|—30:{_1_t:30_)t2=_31.

El volumen del tetraedro ABCD es de 5 u® parat = 29 y para t = 31.
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4° a) En la figura adjunta se muestra la grafica dea f yA

cion f(x). Represente de manera esquematica la gréafica 1 /
de la funcion derivada d&x). Explique el razonamiento f(x) /
gue ha seguido.

b) Calcule los valores dayb para que la funcion— )g
g(x) = ax®+ bx? + 1 tenga un punto de inflexion en 0 !

1 . 3
X =-ysu derivada en este punto sea

a)

La derivada de una funcion representa el valdadangente de la funcion en
cada uno de sus puntos. Por tener la funciéon unnmaéenx = 0 y un minimo para
x = 1, la funcion derivada se anula para estos valpaslo cual, su expresion es de
la forma:f'(x) = £x - (x — 1).

Para determinar el signo mas o menos se tieneanrta; por ejemplo, que la
funcién es decreciente en el intervéllp1), el signo es positivo y la funcidén derivada
tiene por expresiofi'(x) = x - (x — 1), que es una parabola convéxg, por ser po-

sitivo el coeficiente de?. | va
- L o 6
El vértice de la funcion derivada es el S|gwenteD\ | /E
"(x
f”(x)=2x—1=0=>x=%. \ 4 f(y

ry=21.(1_ :llzl 11 ‘
f(E)_z (2 1) 2 2 4=>V(2’4)' 2
B C
Otros puntos de la funcién son los siguientes: \ { %
=2 oNTA 2z

0(0,0),A(1,0),B(-1,2),C(2,2),D(—=2,6) y E(3,6). |4

La representacion gréafica de la funcidn derivasllaaue expresa la figura an-
terior.

b)
g'(x) = 3ax? + 2bx.

g'(g)=—§:3a-(§)2+2b-§=—§; “a+b=-2; 3a+4b=—6. (1)

Para que una funcién tenga un punto de inflexibnrepunto es condicion ne-
cesaria que se anule su segunda derivada en dse pun

g''(x) = 6ax + 2b.



g,,(%)=0=>6a.%+2b=0; 3a+2b=0. (1)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaci(ies(2):

3a+4b=—6} 3a+4b =—-6

3a+2:-(-3)=0;, a—2=0=>a=2.
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a a 0
59) Sea la matrid = ( 2 a+1l a-1 ) siendoa un parametro real.
2a+1 0 —a—3

a) Encuentre los valores depara los cuales la matriz A es invertible.
b) Compruebe que, pata= 3, la matriz A es invertible y resuelve la ecuaaidetri-

6 3 3
cialA-X=B—31,siendoB=<2 5 2).

1 1 4
a)
Una matriz es invertible cuando su determinantistgto de cero.
a a 0
|A| = 2 a+1 a-—-1|=0;
2a+1 0 —a—3

—a(a+1)(a+3) +ala—1)Q2a+1) + 2aa+3) = 0;
a(a+3)-[-(a+1)+2]+ala—1)(a+1) = 0;

a(@a+3)1—a)—a(l—a)(2a+1) = 0; a(l—a)[(a+3)— (2a + 1)] = 0;
a(l—a)(a+3-2a-1)=0; al-a)2—a)=0=>a, =0,a, = 1,a5 = 2.

La matriz A en invertible Va € R — {0, 1, 2}.

b)
Del apartado anterior se deduce que la matriz iAvestible paraa = 3, por lo
gue su comprobacioén es superflua; no obstanterspraeba a continuacion.

3 3 0
Paraa =3=>A4=(2 4 2 |

7 0 —6
3 3 0
|Al=12 4 2|=-72+424+36=78—-72=6=*0.
7 0 —6

Queda comprobado que para a = 3 la matriz A es invertible.

A-X=B-3L A71-A-X=A"1-B-3-I); - X=A"1-(B-3-1)=

SX=A1-(B-3-D).




3 3 0 3 2 7
Al=[2 4 2|=-72+42+36=6. At=<3 4 o).
7 0 —6 0 2 -6
|4 0| _|3 0| |3 4
22 _g 30 7_6 03 22 et 186
Adj.de A* = | —| || | -5 i {=(26 -18 -s)
2 -6l lo -6 0 2 e a1 e
|2 7| _|3 71 13 2
4 0 3 0 3 4
—-24 18 6
o (26 ~18 —6) —24 18 6
At =24 ded A28 21 6/ L a-1=1.( 26 _18 —6
41 ° °\Z28 21 6/

También puede obtenerse la inversa de la matparAsauss-Jordan:

(AlD =(

3 3
2 4
7 0

0
2
—6

1 0 O
0 1 0):){F1_’F1_F2}=>
0O 0 1

-(2 % 2o 1 oo)-(E2RIi-
7 0 —slo o 1/ YTHTA
1 -1 =211 -1 0
=><0 6 6|-2 3 O>=>{F2—>F2—F3}=>
o 7 81-7 7 1
1 -1 =211 -1 0
o 7 8l1-7 7 1
1 -1 =21 -1 0
ﬂ+ﬂ+&} {aea+5}
= =>(o0 1 2|-5 4 1]= =
{F3_)F3_7F2 0o 7 glo7 7 1) Us7h—7h
10 0]-4 3 1 )
0 0 —6I28 —-21 —6
1 0 0-4 3 1 1 0 ol-4 3 1
00 15 7 1 00 1|]-% 2 1
. (24 18 6
=>A_1=g-<26 —18 —6).
—28 21 6



6 3 3 3 0 0
B—3-I=<2 5 2)—(0 3 0>=
1 1 4 0 0 3

X=A1-(B-3-D)=

1

6

—24 18
-(26 —18

—-28 21

—6 —6

. (—30 =30 =30 5 -5
=g-<36 36 36>=X=<6 6

—36 —36 -—36

6
—6
6

)

-5
; )
—6
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6°) Considere la funciéfi(x) = =

a) Estudie si tiene puntos criticos y, en caso delggiéenga, justifique de qué tipo
son. Determine también cudles son los intervalagel@miento y decrecimiento de la
funcion.

b) Compruebe que la ecuaciditx) = 0 tiene una unica solucion en el intervalo
(-2,1).

a)
Por tratarse de una funcién racional su dominiR esxcepto los valores de
que anulan el denominadar—2 =0; x =2 = D(f) = R — {2}.

Una funcidn tiene un extremo relativo (maximo mimio) para los valores de
gue anulan su primera derivada.

3x2-(x—2)-x31 _ 3x3-6x%-x3 _ 2x3-6x% _ 2x?%(x-3)

[/ ==— % @22 27 @22

20y
Fl(x) =0 fof’;)f) =0; 2x2(x—3)=0>x, = 0,x, = 3.

Para diferenciar los maximos de los minimos serre@ila segunda derivada:
Si es negativa para los valores que anulan la pailgherivada se trate de un maximo
relativo y, si es positiva, de un minimo relativo.

,,( ) _ (6x%-12x)-(x—2)2-2x%(x—3)-[2-(x—2)-1] _ (6x%—12x)-(x—2)—4x?(x—-3) _
fre) = (x—2)* = (x—2)? =

_6x3-12x2-12x%+24x—4x3+12x%  2x3-12x%+24x _ 2x(x*-6x+12)
B (x-2)3 @2 (2P

2-0-(02-6-0+12)

f7(0) = K = 0 = Nimaximo ni minimo (para P.1.).
3.(3%—6-
f"@3) = 23 (;_g)zﬂz) > 0 = Minimo para x = 3.

3
f(3) = 3%2 = 277 =27 = Min.= A(3,27).

Una funcion tiene un punto de inflexion cuandasela su segunda derivada y
es distinta de cero la tercera derivada para llmsesaque anulan la segunda.

2x(x?—6x+12)

fr) =0==—=—75

=0=2x(x*—6x+12)=0; x; = 0;

8 ., L, .
= x € R. Solucién Unicax = 0.

x2 —6x+12=0; x=6i—v326‘4



_ (6x2-24x+24)-(x—2)3-2x(x*—6x+12)-[3-(x—2)%-1] _

f (x) (x—2)6 -

_ (6x%—24x+24)-(x-2)—6x(x?—6x+12)
- (x—2)% o

6x3—-12x%+24x%—48x+24x—48—6x3+36x%—-72x _ 48x%-96x—48 _ 48(x%-2x-1)

(x—2)* T (-2t (x-2)3
i _ 48(0%-2:0-1) _ -48 .
f(0) = o~ s =6+*0=P.l.parax = 0.
3
£(0) = OOTZ =0=> P.1.- 0(0,0).

Una funcién es creciente o decreciente cuandoisiera derivada es positiva o
negativa, respectivamente.

f'x)=0=x;, =0,x, = 3.

Teniendo en cuenta el dominio de la funcién y é&sas de su primera derivada,
se determinan los interval¢s =, 0), (0, 2),(2,3) y (3, +), en los cuales la funcion
es creciente o decreciente. Determinamos cada caso.

2:(-1)?(-1-6)

Parax = =1 € (=0,0) = f'(-1) = ==

< 0 = Decrec.

2-1%-(1-6)

Parax =1€ (0,2) = f'(1) = 2

< 0 = Decrec.

2852, (3_
Parax = 2,5 € (2,3) = f'(2,5) = %;3)23) < 0 = Decrec.
.52.(5—
Parax = 5 € (3,40) = f'(8) = % >0 = Crec.

Crecimiento = f'(x) > 0 = x € (3,+).

Decrecimiento = f'(x) < 0= x € (—,2) U (2,3).

b)
3
La funciénf (x) = xxTz es continua en el intervale-2, 1], por lo cual, le es apli-

cable el teorema de Bolzano, que dice qu¢g(’s) es una funcion continua ¢m, b] y
toma valores de distinto signo en los extremosrdetvalo, entoncesc € (a, b) tal

quef(c) =0".



G -1
f=2=2=2>0 f=====-1<0.

Lo anterior demuestra que la ecuacf@m) = 0 tiene al menos una raiz real en
el intervalo(—2,1).

Teniendo en cuenta que la funcjfx) es mondétona decreciente en el intervalo
(—2,1), demuestra que:

La ecuacion f(x) = 0 tiene una Gnica solucion en el intervalo (-2, 1).

Otra forma de demostrar este apartado es la siguie

Si tuviera otra raiz = f € (-2, 1), tal quef(B) = 0, se podria aplicar el teo-
rema de Rolle a la funcidf(x) en el intervald—2, 1]; el teorema de Rolle dice que
“si una funciénf (x) en continua efu, b] y derivable erfa, b), cona,b E Rya < b,

y se cumple qué(a) = f(b), existe al menos un valore < ¢ < b tal quef’'(c) =
0"

Del apartado anterior sabemos ¢fiéx) = 0= x; =0,x, = 6 &€ [—2,1], por

lo cual, la Unica raiz d&’'(x) = 0 esx = 0, y esto demuestra que

La ecuacion f(x) = 0 tiene una Gnica soluciéon en el intervalo (=2, 1).
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