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MATEMÁTICAS II                   Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Responde a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique 
siempre qué desea hacer y por qué. Puede utilizar calculadora que no puedan almace-
nar, transmitir o recibir información. 
 
 

1º) Considere el sistema 
� + �� + � = 3 + �        �� + � + � = 4        � + 3� + � = 5�, dependiente del parámetro real �. 

 �) Discuta el sistema para los diferentes valores del parámetro �. 
 �) Resuelve, si es posible, el sistema para el caso de � = 1 y haga una interpretación 
geométrica. 

----------  �)  
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 � = �1 � 1� 1 11 3 1� y �′ = �1 � 1� 1 11 3 1    3 + �45 �. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 

|�| = �1 � 1� 1 11 3 1� = 1 + 3� + � − 1 − �� − 3 = 0; −�� + 4� − 3 = 0;  
 �� − 4� + 3 = 0;   � = �±√������ = �±√�� = �±�� = 2 ± 1 ⇒ �� = 1, �� = 3. 

 #�$� %� ≠ 1� ≠ 3' ⇒ (�)* � = (�)* �+ = 3 = )º -).ó*. ⇒ 1. 2. 3. 

 

    #�$� � = 1 ⇒ �+ = �1 1 11 1 11 3 1    445� ⇒ 45� = 5�6 ⇒ (�)* �+ = 2.  

 



#�$� � = 1 ⇒ (�)* � = (�)* �+ = 2 < )º -).ó*. ⇒ 1. 2. 8. 

 

#�$� � = 3 ⇒ �+ = �1 3 13 1 11 3 1    645� ⇒ (�)* �+ ⇒ 42�, 2:, 2�6 ⇒  

 

⇒ �1 3 63 1 41 3 5� = 5 + 54 + 12 − 6 − 12 − 45 = 8 ≠ 0 ⇒ (�)* �+ = 3. 

 #�$� � = 3 ⇒ (�)* � = 2;  (�)* �+ = 3 ⇒ 1-<=>?� -).@?A�=-�B>. 

 �)  

Para � = 1 el sistema resulta  
  � + � + � = 4  � + � + � = 4� + 3� + � = 5�, que es compatible indetermi-

nado y equivalente al sistema 
  � + � + � = 4� + 3� + � = 5C. Haciendo � = D: 

   � + � = 4 − D� + 3� = 5 − DC  −� − � = −4 + D� + 3� = 5 − D  C ⇒ 2� = 1;   � = ��. 

 

 � = 4 − D − � = 4 − D − �� ⇒ � = E� − D. 

 1@BF.-ó): � = E� − D, � = �� , � = D, ∀D ∈ (. 

 
 El sistema resultante significa geométricamente: 
 3@< AB�)@< .@-).-J>)=>< .@$=�J@< A@$ @=$@ AB�)@ @�B-.F@. 

 
********** 

  



2º) �) Dada la función KL�) = �M, calcule la ecuación de la recta tangente a KL�) en el 

punto de abscisa � = 1. Encuentra también la ecuación de la recta normal a KL�) en el 
mismo punto. 
 �) Haga un esbozo de la gráfica de la curva � = KL�) y de la recta 4� + � = 8, y 
calcule el área delimitada por estas dos gráficas, el eje de abscisas y la recta � = 3. 
 

---------- �)  
Para � = 1 es KL1) = 4, por lo cual el punto de tangencia es NL1, 4). 

 
 La pendiente de la tangente de la gráfica de una función en un punto es el valor 
de la derivada en ese punto.  
 K+L�) = − �MO ⇒ ? = K+L1) = − ��O ⇒ ? = −4. 

 
 La expresión de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la 
fórmula � − �P = ?L� − �P), que aplicada al punto NL1, 4) con ? = −4 es: 
 
 � − 4 = −4L� − 1) = −4� + 4. 
 Q� $>.=� =�)*>)=> >< = ≡ 4� + � − 8 = 0. 

 
 La pendiente de la recta normal es inversa y de signo contrario de la pendiente 

de la tangente: ?+ = ��. La recta normal es la siguiente: 

 

 � − 4 = �� L� − 1);   4� − 16 = � − 1. 

 Q� $>.=� )@$?�B >< ) ≡ � − 4� + 15 = 0. 

 �)  
 La función KL�) = �M es una hipérbola equilá-

tera referida a sus asíntotas, simétrica con respecto 
al origen de coordenadas y que contiene a los puntos NL1, 4) � SL4, 1) y sus puntos simétricos respecti-
vos 2L−4, −1) y 3L−1, −4). 
 
 Nótese que la rectas dada, 4� + � = 8, es la 
tangente, =, a la función en el punto NL1, 4) obtenida 
en el apartado anterior. 
 
 En el intervalo L1, 2), todas las ordenadas de la función KL�) son mayores que 
las correspondientes ordenadas de la recta = ≡ � = 8 − 4�, por lo cual, la superficie a 
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calcular es la siguiente: 
 

 1 = W XKL�) − =L�)Y · J��� + W KL�):� · J� ⇒ 1 = N + S.     (*) 
 N = W [�M − L8 − 4�)\ · J��� = W ]�M + 4� − 8^ · J��� = [4 · Q� + �MO� − 8�\�

� =  

 = X4 · Q� + 2�� − 8�Y�� = L4 · Q2 + 2 · 2� − 8 · 2) − L4 · Q1 + 2 · 1� − 8 · 1) =  
 = 4 · Q2 + 8 − 16 − 0 − 2 + 8 ⇒ N = 4 · Q2 − 2.  
 S = W �M:� · J� = X4 · Q�Y�: ⇒ S = 4 · Q3 − 4 · Q2.  

 
 Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de A y B: 
 
 1 = 4 · Q2 − 2 + 4 · Q3 − 4 · Q2 ⇒ 1 = L4 · Q3 − 2) F� ≅ 2,39 F�. 
 

********** 
  



3º) En (: se dan los puntos NL3, 1, 1), SL0, 0, 1), 2L4, 1, 2) � 3L1, 1, =), en donde = es 
un valor real. 
 �) ¿Para qué valor real de = los cuatro puntos son coplanarios? 
 �) Encuentre el valor de = para que el tetraedro (irregular) que forman los cuatro puntos 
tenga un volumen de 5 F:. 
Nota: El volumen de un tetraedro definidos por los vectores a�bbbb⃗ , a�bbbb⃗  � a:bbbb⃗  es igual a un 
sexto del valor absoluto del determinante de la matriz formada por los tres vectores. 
 

---------- �)   
 Los puntos NL3, 1, 1), SL0, 0, 1), 2L4, 1, 2) � 3L1, 1, =) determinan los siguien-
tes vectores: 
 
 NSbbbbb⃗ = USbbbbb⃗ − UNbbbbb⃗ = XL0, 0, 1) − L3, 1, 1)Y = L−3, −1, 0). 
 
 N2bbbbb⃗ = U2bbbbb⃗ − UNbbbbb⃗ = XL4, 1, 2) − L3, 1, 1)Y = L1, 0, 1). 
 
 N3bbbbb⃗ = U3bbbbbb⃗ − UNbbbbb⃗ = XL1, 1, =) − L3, 1, 1)Y = L−2, 0, = − 1). 
 
 Los puntos A, B, C y D serán coplanarios cuando lo sean los tres vectores que 
determinan, por lo cual, el rango de los tres vectores tiene que ser 2, es decir: que el 
determinante de la matriz que forman sea cero. 
 

 (�)* dNSbbbbb⃗ , N2bbbbb⃗ , N3bbbbb⃗ e ⇒ �−3 −1 01 0 1−2 0 = − 1� = 2 + = − 1 = 0 ⇒ = = −1. 

 Q@< AF)=@< N, S, 2 � 3 <@) .@AB�)�$-@< A�$� = = −1. 

 �)  

 fghij = �� · kNSbbbbb⃗ × N2bbbbb⃗ × N3bbbbb⃗ m = 5 ⇒ n�−3 −1 01 0 1−2 0 = − 1�n = 30;   
 |1 + =| = 30 ⇒ o1 + = = 30 → =� = 29       −1 − = = 30 → =� = −31. 

 qB a@BF?>) J>B =>=$�>J$@ NS23 >< J> 5 F: A�$� = = 29 � A�$� = = 31. 

 
**********  
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4º) �) En la figura adjunta se muestra la gráfica de la fun-
ción KL�). Represente de manera esquemática la gráfica 
de la función derivada de KL�). Explique el razonamiento 
que ha seguido. 
 �) Calcule los valores de � � � para que la función *L�) = ��: + ��� + 1 tenga un punto de inflexión en � = �� y su derivada en este punto sea − :�. 

 
---------- �)  

 La derivada de una función representa el valor de la tangente de la función en 
cada uno de sus puntos. Por tener la función un máximo en � = 0 y un mínimo para � = 1, la función derivada se anula para estos valores, por lo cual, su expresión es de 
la forma: K+L�) = ±� · L� − 1). 
 
 Para determinar el signo más o menos se tiene en cuenta, por ejemplo, que la 
función es decreciente en el intervalo L0, 1), el signo es positivo y la función derivada 
tiene por expresión K+L�) = � · L� − 1), que es una parábola convexa L∪), por ser po-
sitivo el coeficiente de ��. 
 
 El vértice de la función derivada es el siguiente:  
 

 K++L�) = 2� − 1 = 0 ⇒ � = ��. 

 

 K+ksOm = �� · ]�� − 1^ = �� · �� = �� ⇒ f ]�� , ��^. 

 
 Otros puntos de la función son los siguientes: 
 UL0, 0), NL1, 0), SL−1, 2), 2L2, 2), 3L−2, 6) � qL3, 6).  
  
 La representación gráfica de la función derivada es la que expresa la figura an-
terior. 
 �)  
 *+L�) = 3��� + 2��. 
 

 *+ksOm = − :� ⇒ 3� · ]��^� + 2� · �� = − :� ;   :� � + � = − :� ;   3� + 4� = −6.    (1) 

 
 Para que una función tenga un punto de inflexión en un punto es condición ne-
cesaria que se anule su segunda derivada en ese punto. 
 
 *++L�) = 6�� + 2�. 
 

U 

V 

T 

KL�) 

1 

1 



 *++ksOm = 0 ⇒ 6� · �� + 2� = 0;   3� + 2� = 0.     (1) 

 
 Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2): 
 

 3� + 4� = −63� + 2� = 0   '     3� + 4� = −6−3� − 2� = 0   ' ⇒ 2� = −6 ⇒ � = −3. 

 
 3� + 2 · L−3) = 0;   � − 2 = 0 ⇒ � = 2. 
 

********** 
  



5º) Sea la matriz N = � � � 02 � + 1 � − 12� + 1 0 −� − 3�, siendo � un parámetro real. 

 �) Encuentre los valores de � para los cuales la matriz A es invertible. 
 �) Compruebe que, para � = 3, la matriz A es invertible y resuelve la ecuación matri-

cial N · V = S − 38, siendo S = �6 3 32 5 21 1 4�. 

 
---------- �)  

 Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 
 

 |N| = � � � 02 � + 1 � − 12� + 1 0 −� − 3� = 0; 
 −�L� + 1)L� + 3) + �L� − 1)L2� + 1) + 2�L� + 3) = 0;  
 �L� + 3) · X−L� + 1) + 2Y + �L� − 1)L2� + 1) = 0;  
 �L� + 3)L1 − �) − �L1 − �)L2� + 1) = 0;   �L1 − �)XL� + 3) − L2� + 1)Y = 0;  
 �L1 − �)L� + 3 − 2� − 1) = 0;   �L1 − �)L2 − �) = 0 ⇒ �� = 0, �� = 1, �: = 2.  
  Q� ?�=$-� N >) -)a>$=-�B> ∀� ∈ ( − 40, 1, 26. 
 �)  
 Del apartado anterior se deduce que la matriz A es invertible para � = 3, por lo 
que su comprobación es superflua; no obstante se comprueba a continuación. 
 

 Para � = 3 ⇒ N = �3 3 02 4 27 0 −6�. 

 

 |N| = �3 3 02 4 27 0 −6� = −72 + 42 + 36 = 78 − 72 = 6 ≠ 0. 

 uF>J� .@?A$@��J@ vF> A�$� � = 3 B� ?�=$-� N >< -)a>$=-�B>. 

  N · V = S − 38;  N�� · N · V = N�� · LS − 3 · 8);   8 · V = N�� · LS − 3 · 8) ⇒  
 ⇒ V = N�� · LS − 3 · 8). 
 



|N| = �3 3 02 4 27 0 −6� = −72 + 42 + 36 = 6.  Nw = �3 2 73 4 00 2 −6�. 

 

       NJx. J> Nw =
⎝
⎜⎜⎛

|4 02 −6| − |3 00 −6| |3 40 2|
− |2 72 −6| |3 70 −6| − |3 20 2|

|2 74 0| − |3 73 0| |3 23 4| ⎠
⎟⎟⎞ = �−24 18 626 −18 −6−28 21 6 �. 

 

N�� = g��.  �� g�|g| = ���� �� ��� ��� ����� �� � �
�  ⇒ N�� = �� · �−24 18 626 −18 −6−28 21 6 �. 

 
 También puede obtenerse la inversa de la matriz A por Gauss-Jordan: 
 

LN|8) = �3 3 02 4 27 0 −6�1 0 00 1 00 0 1� ⇒ 45� → 5� − 5�6 ⇒    

 

⇒ �1 −1 −22 4 27 0 −6�1 −1 00 1 00 0 1� ⇒ o5� → 5� − 25�5: → 5: − 75�C ⇒  

 

⇒ �1 −1 −20 6 60 7 8 � 1 −1 0−2 3 0−7 7 1� ⇒ 45� → 5� − 5:6 ⇒  

 

⇒ �1 −1 −20 −1 −20 7 8 � 1 −1 05 −4 −1−7 7 1 � ⇒ 45� → −5�6 ⇒  

 

⇒ o 5� → 5� + 5�5: → 5: − 75�C ⇒ �1 −1 −20 1 20 7 8 � 1 −1 0−5 4 1−7 7 1� ⇒ o 5� → 5� + 5�5: → 5: − 75�C ⇒  

 

⇒ �1 0 00 1 20 0 −6�−4 3 1−5 4 128 −21 −6� ⇒ %5: → − �� 5:' ⇒   

 

⇒ �1 0 00 1 20 0 1�−4 3 1−5 4 1
�s�� �O 1� ⇒ 45� → 5� − 25:6 ⇒ �1 0 00 1 20 0 1n−4 3 1s�� −3 −1

�s�� �O 1 � ⇒  

 

⇒ N�� = �� · �−24 18 626 −18 −6−28 21 6 �. 



 S − 3 · 8 = �6 3 32 5 21 1 4� − �3 0 00 3 00 0 3� = �3 3 32 2 21 1 1�. 

 

V = N�� · LS − 3 · 8) = �� · �−24 18 626 −18 −6−28 21 6 � · �3 3 32 2 21 1 1� =  

 

= �� · �−30 −30 −3036 36 36−36 −36 −36� = V = �−5 −5 −56 6 6−6 −6 −6�. 

 
********** 

  



6º) Considere la función KL�) = M�M��. 

 �) Estudie si tiene puntos críticos y, en caso de que los tenga, justifique de qué tipo 
son. Determine también cuáles son los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la 
función. 
 �) Compruebe que la ecuación KL�) = 0 tiene una única solución en el intervalo L−2, 1). 

---------- �)  
 Por tratarse de una función racional su dominio es R, excepto los valores de � 
que anulan el denominador: � − 2 = 0;   � = 2 ⇒ 3LK) ⇒ ( − 426. 
 
 Una función tiene un extremo relativo (máximo o mínimo) para los valores de � 
que anulan su primera derivada. 
 K+L�) = :MO·LM��)�M�·�LM��)O = :M���MO�M�LM��)O = �M���MOLM��)O = �MOLM�:)LM��)O .  

 K+L�) = 0 ⇒ �MOLM�:)LM��)O = 0;   2��L� − 3) = 0 ⇒ �� = 0, �� = 3.  

 
Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada: 

si es negativa para los valores que anulan la primera derivada se trate de un máximo 
relativo y, si es positiva, de un mínimo relativo. 

 K++L�) = L�MO���M)·LM��)O��MOLM�:)·X�·LM��)·�YLM��)� = L�MO���M)·LM��)��MOLM�:)LM��)� =   

 = �M����MO���MO���M��M����MOLM��)� = �M����MO���MLM��)� = �MLMO��M���)LM��)� .  

 K++L0) = �·P·LPO��·P���)LP��)� = 0 ⇒ �- ?á�-?@ )- ?í)-?@ LA�$� #. 8. ). 

 K++L3) = �·:·L:O��·:���)L:��)� > 0 ⇒ �í)-?@ A�$� � = 3.  

 KL3) = :�:�� = �E� = 27 ⇒ �í). ⇒ NL3, 27). 

 
  Una función tiene un punto de inflexión cuando se anula su segunda derivada y 
es distinta de cero la tercera derivada para los valores que anulan la segunda. 
 

 K++L�) = 0 ⇒ �MLMO��M���)LM��)� = 0 ⇒ 2�L�� − 6� + 12) = 0;  �� = 0;  
 �� − 6� + 12 = 0;   � = �±√:����� ⇒ � ∉ (. Solución única: � = 0.  



K+++L�) = L�MO���M���)·LM��)���MLMO��M���)·X:·LM��)O·�YLM��)� =   

 = L�MO���M���)·LM��)��MLMO��M���)LM��)� =  

 = �M����MO���MO���M���M�����M��:�MO�E�MLM��)� = ��MO���M���LM��)� = ��LMO��M��)LM��)� . 

 

 K+++L0) = ��LPO��·P��)LP��)� = ����� = 6 ≠ 0 ⇒ #. 8. A�$� � = 0. 

 

 KL0) = P�P�� = 0 ⇒ #. 8. → UL0, 0). 

 
 Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o 
negativa, respectivamente. 

 K+L�) = 0 ⇒ �� = 0, �� = 3.  
 
Teniendo en cuenta el dominio de la función y las raíces de su primera derivada, 

se determinan los intervalos L−∞, 0), L0, 2), L2, 3) � L3, +∞), en los cuales la función 
es creciente o decreciente. Determinamos cada caso. 

 

Para � = −1 ∈ L−∞, 0) ⇒ K+L−1) = �·L��)OL����)L����)O < 0 ⇒ 3>.$>.. 
 

Para � = 1 ∈ L0, 2) ⇒ K+L1) = �·�O·L���)L���)O < 0 ⇒ 3>.$>.. 
 

Para � = 2,5 ∈ L2, 3) ⇒ K+L2,5) = �·�,�O·L:�:)L:��)O < 0 ⇒ 3>.$>.. 
 

Para � = 5 ∈ L3, +∞) ⇒ K+L8) = �·�O·L��:)L���)O > 0 ⇒ 2$>.. 
 2$>.-?->)=@ ⇒ K+L�) > 0 ⇒ � ∈ L3, +∞). 

 3>.$>.-?->)=@ ⇒ K+L�) < 0 ⇒ � ∈ L−∞, 2) ∪ L2, 3). 

 �)  

La función KL�) = M�M�� es continua en el intervalo X−2, 1Y, por lo cual, le es apli-

cable el teorema de Bolzano, que dice que “si KL�) es una función continua en X�, �Y y 
toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces ∃. ∈ L�, �) tal 
que KL.) = 0”. 

 



 KL−2) = L��)����� = ���� = 2 > 0.  KL1) = ����� = ��� = −1 < 0. 

 
 Lo anterior demuestra que la ecuación KL�) = 0 tiene al menos una raíz real en 
el intervalo L−2, 1). 
 
 Teniendo en cuenta que la función KL�) es monótona decreciente en el intervalo L−2, 1), demuestra que: 
 Q� >.F�.-ó) KL�) = 0 =->)> F)� ú)-.� <@BF.-ó) >) >B -)=>$a�B@ L−2, 1). 

 
 Otra forma de demostrar este apartado es la siguiente: 
 
 Si tuviera otra raíz � = � ∈ L−2, 1), tal que KL�) = 0, se podría aplicar el teo-
rema de Rolle a la función KL�) en el intervalo X−2, 1Y; el teorema de Rolle dice que 
“si una función KL�) en continua en X�, �Y y derivable en L�, �), con �, � ∈ ( y � < �, 
y se cumple que KL�) = KL�), existe al menos un valor c, � < . < � tal que K+L.) =0”. 

Del apartado anterior sabemos que K+L�) = 0 ⇒ �� = 0, �� = 6 ∉ X−2, 1Y, por 
lo cual, la única raíz de K+L�) = 0 es � = 0, y esto demuestra que 
 Q� >.F�.-ó) KL�) = 0 =->)> F)� ú)-.� <@BF.-ó) >) >B -)=>$a�B@ L−2, 1). 

 
********** 

 


