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MATEMÁTICAS II                   Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Responde a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique 
siempre qué desea hacer y por qué. Puede utilizar calculadora que no puedan almace-
nar, transmitir o recibir información. 
 
1º) Sea ����� = 3�� − 12� la derivada de una función ����. 
 �� Si sabemos que ���� corta al eje de abscisas en � = 1, calcula la expresión de ����. 
 
� Calcule la abscisa del punto de inflexión de ���� y estudie la concavidad de la 
función. 
 �� Sabemos que el área del recinto limitado por la curva ������, el eje de abscisas y las 
rectas � = 0 y � = �, con � > 2 es 15 u2. Calcule el valor de �. 
 

---------- ��  

 ���� = � ����� · �� = ��3�� − 12�� · �� = ���� − ����� + � = �� − 6�� + �. 

 
 ��1� = 0 ⇒ 1� − 6 · 1� + � = 0;   1 − 6 + � = 0 ⇒ � = 5. 
 ���� = �� − 6�� + 5. 

 
�  
 Una función polinómica tiene un punto de inflexión cuando se anula su segunda 
derivada. 
 
 ������ = 6� − 12 = 0;   � − 2 = 0 ⇒ � = 2. 
 
 ��2� = 2� − 6 · 2� + 5 = 8 − 24 + 5 = −11 ⇒ ". $. → "�2, −11�. 
 
 Una función es cóncava �∩� o convexa �∪� cuando su segunda derivada es ne-
gativa o positiva, respectivamente. 
 �)*��+,��� �∩�: ������ < 0 ⇒ � < 2 ⇒∈ �−∞, 2�. 



�)*+1�,��� �∪�: ����� > 0 ⇒ � > 2 ⇒∈ �2, +∞�. 

 ��  
 La función ������ = 6� − 12 es una recta que contiene a los 
puntos 2�2, 0� y 3�3, 6�. La representación gráfica de la situa-
ción se indica, de forma aproximada, en la figura adjunta. 
 4 = � �6� − 12� · ��5� + � �6� − 12� · ��6� = 15;  
 78��� − 12�9�

5 + 78��� − 12�9�
6 = 15;  

 :3�� − 12�;�5 + :3�� − 12�;�6 =  
  = 0 − �3 · 2� − 12 · 2� + �3�� − 12�� − �3 · 2� − 12 · 2� =   
 = −12 + 24 + 3�� − 12� − 12 + 24 = 15;    
 3�� − 12� + 9 = 0; �� − 4� + 3 = 0;   
 � = =±√�8@��� = =±√=� = =±�� = 2 ± 1 ⇒ �� = 1, �� = 3. 

 
 La solución � = 1 no cumple la condición de � > 2, por lo cual: � = 3. 
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2º) Considere el sistema 
�� + 2D + 3E = 2   2� + �D + E = �     � + D + 4E = 1F, dependiente del parámetro real �. 

�� Discuta el sistema para los diferentes valores del parámetro �. 
 
� Resuelve, si es posible, el sistema para el caso de � = 2. 

----------  ��  
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 G = H� 2 32 � 11 1 4I y G′ = H� 2 32 � 11 1 4     2�1I. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 |G| = L� 2 32 � 11 1 4L = 4�� + 6 + 2 − 3� − � − 16 = 4�� − 4� − 8 = 0;  

 �� − � − 2 = 0;   � = �±√�MN� = �±√O� = �±�� ⇒ �� = −1, �� = 2. 

 "�P� Q� ≠ −1� ≠ 2 S ⇒ T�*U G = T�*U G� = 3 = *º ,*�óU. ⇒ 4. �. X. 

 

          � = −1 ⇒ G� = H−1 2 32 −1 11 1 4     2−11 I ⇒ YZ� + Z� = −Z�[ ⇒ T�*U G = 2.  

 

          � = 2 ⇒ G� = H2 2 32 2 11 1 4     221I ⇒ Y�� = �=[ ⇒ T�*U G = 2.  

 "�P� Q� = −1� = 2 S ⇒ T�*U G = T�*U G� = 2 < *º ,*�óU. ⇒ 4. �. $. 

 
�  

Para � = 2 el sistema resulta 
2� + 2D + 3E = 2   2� + 2D + E = 2     � + D + 4E = 1F, que es compatible indetermi-

nado. Para su resolución se elimina una ecuación (primera).  
 2� + 2D + 3E = 2    � + D + 4E = 1 \ ⇒ Haciendo D = ]: 

 2� + 3E = 2 − 2]  � + 4E = 1 − ]  S  −2� − 3E = −2 + 2]2� + 8E = 2 − 2] S ⇒ 5E = 0;   E = 0.  � = 1 − ].  



4)^_�,ó*: � = 1 − ], D = ], E = 0, ∀] ∈ T. 

 
********** 

  



3º) Sea la recta P ≡ b� = 2 + ]     D = −1 + 3]E = 3 + ]      . 
 �� Determine la posición relativa de la recta P respecto al plano c ≡ � − 2D + 4E −4 = 0. Si el paralela, calcule la distancia de P a c, si es secante, calcule el punto de 
corte. 
 
� Calcule la ecuación de la recta d perpendicular al plano c y que corta a la recta P en 
un punto P, la primera coordenada de éste es 5 veces mayor que la segunda. 
 

---------- ��  
 Un vector director de la recta es +efff⃗ = �1, 3, 1�. 
 
 Un vector normal del plano es *f⃗ = �1, −2, 4�. 
 
 Los vectores +efff⃗  y *f⃗  no son paralelos por no ser proporcionales sus componentes. 
 
 +efff⃗ · *f⃗ = �1, 3, 1� · �1, −2, 4� = 1 − 6 + 4 = −1 ≠ 0 ⇒ Los vectores +efff⃗  y *f⃗  no 
son perpendiculares, por lo cual: 
 h� P1�i� P D 1^ j^�*) c d)* d1��*i1d. 

 
 Otra forma de resolver este apartado es la siguiente: 
 
 La expresión de P dada por unas ecuaciones implícitas es la siguiente: 
 

 P ≡ � − 2 = kM�� = E − 3 ⇒ 3� − 6 = D + 1� − 2 = E − 3 S ⇒ P ≡ Q3� − D = 7 � − E = −1. 

 

La recta P y el plano c determinan el sistema 
          3� − D = 7         � − E = −1� − 2D + 4E = 4F. 

 
Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 

 

 G = H3 −1 01 0 −11 −2 4 I y G� = H3 −1 01 0 −11 −2 4    7−14 I. 

 
 Según sean los rangos de G D G� pueden presentarse los siguientes casos: 
 1 → T�*U G = T�*U G� = 2 ⇒ h� P1�i� 1diá �)*i1*,�� 1* 1^ j^�*).  
 2 → T�*U G = 2;  T�*U G� = 3 ⇒ h� P1�i� 1d j�P�^1^� �^ j^�*). 
 



3 → T�*U G = T�*U G� = 3 ⇒ h� P1�i� D 1^ j^�*) d)* d1��*i1d. 
 

 T�*U G ⇒  L3 −1 01 0 −11 −2 4 L = 1 − 6 + 4 = −1 ⇒ T�*U G = T�*U G� = 3. 

 T�*U G = T�*U G� = 3 ⇒ h� P1�i� P D 1^ j^�*) c d)* d1��*i1d. 

 
El punto n de intersección de la recta P y el plano c es el siguiente: 

 

 

c ≡ � − 2D + 4E − 4 = 0
             P ≡ b� = 2 + ]     D = −1 + 3]E = 3 + ]      o ⇒ �2 + ]� − 2�−1 + 3]� + 4�3 + ]� = 4; 

2 + ] + 2 − 6] + 12 + 4] = 4;   ] = −12 ⇒ b� = 2 + 12 = 14   D = −1 + 36 = 35E = 3 + 12 = 15   F ⇒  

⇒ n�14, 35, 15�. 

 
�  
 Un punto genérico de P es 2��2 + ], −1 + 3], 3 + ]� y de ellos, el que tiene la 
primera coordenada 5 veces mayor que la segunda es el siguiente: 
 

 2 + ] = 5 · �−1 + 3]�;   2 + ] = −5 + 15];   7 = 14];   ] = ��. 

 

 ] = �� ⇒
⎩⎪⎨
⎪⎧� = 2 + �� = t�   D = −1 + �� = ��E = 3 + �� = u�   ⎭⎪⎬

⎪⎫ ⇒ 2 yt� , �� , u�z. 

 
 La recta d pedida tiene como vector director al vector normal del plano, que es *f⃗ = �1, −2, 4�, y que contiene al punto 2 yt� , �� , u�z. 

 La expresión de d por unas ecuaciones paramétricas es: d ≡
⎩⎪⎨
⎪⎧� = t� + {  D = �� − 2{E = u� + 4{. 

********** 
  



4º) �� Encuentre una función polinómica D = U��� de grado 3 tal que corte al eje de 
ordenadas en el punto 2�0, 5�, que la recta tangente a D = U��� en el punto de abscisa � = 1 sea horizontal y que U����� = 2� + 1. 
 
� Compruebe que la función ���� = −�� + 6�� − 16 tiene una raíz en � = 2 y que 
es estrictamente creciente en el intervalo �0, 4�. Utilice esta información para calcular 
el área determinada por la función ����, el eje de abscisas y las rectas � = 0 y � = 4. 
 

---------- ��  
 Sea la función U��� = ��� + 
�� + �� + �. 
 
 Por cortar al eje de ordenadas en el punto 2�0, 5�: U�0� = 5 ⇒ � = 5. 
 
 Por ser horizontal la recta tangente a D = U��� en el punto de abscisa � = 1 se 
cumple que: U��1� = 0. 
 
 U���� = 3��� + 2
� + �. 
 
 U��1� = 3� · 1� + 2
 · 1 + � = 0;   3� + 2
 + � = 0.     (1) 
 
 U����� = 6�� + 2
. 
 

 U����� = 2� + 1 ⇒ Q6� = 22
 = 1S ⇒ � = �� ;   
 = ��. 

 
 Sustituyendo en (1) los valores obtenidos de � D 
: 
 

 3 · �� + 2 · �� + � = 0;   1 + 1 + � = 0 ⇒ � = −2. 

 U��� = �� �� + �� �� − 2� + 5. 

 
�  
 ��2� = −2� + 6 · 2� − 16 = −8 + 24 − 16 = 0. 
 n_1�� �)|jP)
��) }_1 � = 2 1d _*� P�íE �1 ���� = −�� + 6�� − 16. 

 
 ����� = −3�� + 12�. 
 
 ����� = 0 ⇒ −3�� + 12� = 0; −3��� − 4� = 0 ⇒ �� = 0, �� = 4. 
 ����� > 0 ⇒ ��P1�,1*i1� ⇒ ∀� ∈ �0, 4�, �)|) ℎ�
í� }_1 �)|jP)
�P. 

 
 Teniendo en cuenta que ��0� = −16 < 0 y que ��4� = −4� + 6 · 4� − 16 = 
 



= −64 + 96 − 16 = 96 − 80 = 16 > 0, la superficie a calcular es la siguiente: 
 4 = � ����5� · �� + � ����=� · �� = :Z���;�5 + :Z���;�= =  
 = Z�0� − Z�2� + Z�4� − Z�2� ⇒ 4 = Z�0� + Z�4� − 2 · Z�2�.     (*) 
 

 Z��� = � ���� · �� = ��−�� + 6�� − 16� · �� = − ��= + 8��� − 16� ⇒ 

 ⇒ Z��� = − ��= + 2�� − 16�. Sustituyendo este valor en (*): 

 

 4 = 0 + y− =�= + 2 · 4� − 16 · 4z − 2 · y− ��= + 2 · 2� − 16 · 2z = 

 = −64 + 128 − 64 + 8 − 32 + 64 ⇒ 4 = 40 _�. 
 

********** 
  



5º) Sea la matriz C = H� 1 00 
 10 0 �I, que depende de los parámetros �, 
 D �. 

 

�� Calcule las matrices C tales que C� = H1 0 10 1 00 0 1I. 

 


� Determine los valores de �, 
 D � para que C@� = H �� ��� ���0 1 10 0 −1I. 

---------- ��  

C� = C · C = H� 1 00 
 10 0 �I · H� 1 00 
 10 0 �I = H1 0 10 1 00 0 1I ;  
 

H�� � + 
 10 
� 
 + �0 0 �� I = H1 0 10 1 00 0 1I ⇒ b�� = 
� = �� = 1� + 
 = 0
 + � = 0 F ⇒  

 ⇒ � � = 1 → 
 = −1; � = 1� = −1 → 
 = 1; � = −1\. 
 

4)^_�,)*1d: C� = H1 1 00 −1 10 0 1I  D C� = H−1 1 00 1 10 0 −1I. 

 
�  
 Sabiendo que C@� · C = C · C@� = $: 
 

 H �� ��� ���0 1 10 0 −1I · H� 1 00 
 10 0 �I = H1 0 00 1 00 0 1I ;   
 

H�� ������ ������0 
 1 + �0 0 −� I = H1 0 00 1 00 0 1I ⇒ � = 2, 
 = 1, � = −1. 

 
********** 

  



6º) En el patio de una escuela se quiere crear un área de juego 
de 30 m2 para los más pequeños en forma de trapecio rectan-
gular, por lo que la base mayor mida el doble de la base menor, 
tal como muestra la figura, y que el lado oblicuo respecto de 
las bases ��� se tan corto como sea posible. �� Justifique que se satisfacen las relaciones ℎ = �5�  y ���� = �=55�� + ��. 

 
� Encuentre las dimensiones del trapecio para los que la longitud del lado � es mí-
nima. 

---------- ��  

 La superficie del trapecio rectángulo es 4 = �6��M�6��� · 2^i_P�: 

 4 = ��M�� · ℎ = 30;  ��� · ℎ = 30;  �� · ℎ = 10 ⇒ ℎ = �5� . 

 
De la observación de la figura se deduce, aplicando el teorema de Pitágoras al 

triángulo rectángulo que se puede formar en el trapecio: 
 � = √�� + ℎ� = �y�5� z� + �� ⇒ ���� = �=55�� + ��. 
�  

 Para que el lado � sea mínimo es condición necesaria que se anule su primera 
derivada: 
 

 ����� = ����·���� M��
�·������ M�� = 0 ⇒ @=55·���� + 2� = 0;  @=55�� + � = 0;   � = =55�� ; 

 �= = 400;  �� = 20;   � = +√20 ⇒ � = 2√5. ℎ = �5�√t = �5√tt ⇒ ℎ = 2√5. 

 
 � = √�� + ℎ� = √20 + 20 = √40 ⇒ � = 2√10 
 4)^_,�,ó*: � = � = 2√5 _*,���1d;   ℎ = 2√10 _*,���1d. 
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