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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Criterios generales de evaluacion de la pruebaolServaran fundamentalmente los
siguientes aspectos: correcta utilizacion de lasceptos, definiciones y propiedades
relacionadas con la naturaleza de la situacionsguigata de resolver. Justificaciones
tedricas que se aporten para el desarrollo deetgmiestas. Claridad y coherencia en la
exposicidn. Precisidon en los calculos y en lasaiotes.

Datos o tablas (si ha lugar): Podra utilizarse ecadauladora “en linea”. No se admitira
el uso de memoria para texto, ni las prestacior&ggs.

Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cadade ellas consta de dos proble-
mas y cuatro cuestiones. Cada problema tendra wmagzcion maxima de tres puntos,
y cada cuestion se puntuard, como maximo, con utop&l alumno debera escoger
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las praguste la misma.

PRUEBA A
PROBLEMAS

1°) a ) Enunciar el teorema de Rouché-Frdbenius.
Xx-2y-z=-1
b ) Analizar, en funcién del parametre@l sistema de ecuacionesx-y+2z=2,
X+2y+az=3
c ) Resolver el sistema cuande 3 yo = 0.

a)
El Teorema de Rouché-Frobenius puede enunciarseatdi® siguiente:

La condicion necesaria y suficiente para que stersia de m ecuaciones con n
incognitas tenga solucidén es que coincida el ralegla matriz de los coeficientes con el
rango de la matriz ampliada con los términos indd@ntes.

Si el rango es igual al numero de incogretagstema es compatible determinado.
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Si el rango es menor que el numero de inta@gmel sistema es compatible indeter-
minado.

En el caso particular de un sistema homogénamndicion necesaria y suficien-
te para que un sistema sea compatible es quegd nla matriz de los coeficientes
sea menor que el nimero de incégnitas. La condiw@esaria y suficiente para que un
sistema de n ecuaciones homogéneas con n incogadasompatible es que el determi-
nante de la matriz de los coeficientes sea nulo.

b)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tagestes:
1 -2 -1 1 -2 -1-1
M=la -1 2|yM'=la -1 2 2
1 2 a 1 2 a 3
El rango de M en funcion del parametres el siguiente:
1 -2 -1 R
IM[=|]a -1 2|=-a-2a-4-1-4+2a’=2a’-3a-9=0;; a=3EVI*T72 3+72:
1 2 a
_3++/81_3%9

= a=3;; a=-3

4 4

az3
Para {a# 3} = RangoM = RangoM '=3=n° incognitas = Compatibledeter minado
2

1 -2 -1-1
Paraa=3= M'=[3 -1 2 2 |={C,=C,} = RangoM'=2
1 2 3 3

Para a=3 = RangoM = RangoM '=2<n°incognitas= Compatibleindeterminado

1 -2 -1-1
Paraa=-3= M'=|-3 -1 2 2 |, equivalente a efectos de rango a la matriz
1 2 -3 3
2 -2 -2-1 2 -2 -1
M"=|-3 -1 4 2|= RangoM'={C,C,, C.}=|-3 -1 2|=-6+6-8-2-8-18=
2 2 -33 2 2 3

=-36#0 = RangoM'=3.



Para a=-2 = RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatilte

Xx-2y-z=-1
Resolvemos para = 3. El sistema resultBx-y+2z=2, que es compatible inde-
X+2y+3z2=3
terminado. Despreciando una ecuacion, por ejengpkefiunda, y parametrizando una
de las incognitas, por ejemplps A, resulta:

X=-2y=-1+A
= LX=<2— 5 X=1-A;; 2y=x+1-A=1-A+1-A=2- y=1-A.
y 2x=2-2] A2 A=1-A+1-A=2-2) p

X+2y=3-31
x=1-A
Solucion <y=1-A ; OAOR
z=A
X-2y-z=-1
Resolvemos para= 0. El sistema resulta-y+2z=2 , que es compatible de-

X+2y=3

terminado. Resolviendo por la regla de Cramer:

-1 -2 -1
2 -1 2
I3 2 0] -4-12-3+4_-15 5_
-9 -9 -9 3~
1 -1 -1
02 2
|1 8 0|_-2+2-6_-6_2_
T
1 -2 -1
0 -1 2

=

2 3|_-3-4-1-4_-12_4_

Z=
-9 -9 -9 3

N

*kkkkkkkkk



2°) Dos hermanos heredan una parcela que ha déinspd_a parcela es la region limi-
tada por la curvg=+/x-1 y la rectay=%(x—1).

a ) Calcular el érea de la parcela.

b ) Deciden dividir la parcela en partes igualesdiante una recta de la forma yu=
Hallar el valor dex > 0.

a)
La representacion grafica, aproximada, de la cifmaes la que aparece en la
primera figura.

Los puntos de corte de la curva y la recta sositpgentes:

y=+x-1 L
=1(x-1) = x1=5 k) Y1t T y=+/x-1
2 y=5x=1
2 -~
2Jx-1=x-1;; 4(x-1)=(x-12)° ;; S B -
(x—1)2—4(x—1)=0 " (x—1)[(x—1)—4]=0 5 v ;
x=1-y,=0= A0 A * ) X

(x-1)(x-5)=0 = :
% =5-vy,=2= B(5 2)

De la observacion de la figura se deduce el &dala, que es la siguiente:

.- I[J_l— i } o] (2 _%_(x-l)z :[2(x—1)§_(x—1)2} _

3 2 3 4
2 1
1) (5-1) 3 _ _
_| 25-1): _(5-1) _022«/4__4: 2:8_, 16_, 16-12_4 ,_

3 4 3 3 3 3 3

b) \4i 1 y=/x-1
y::_((—1)

Los puntos C y D son las interseccio- 2 ~
nes de la recta y & con la curva y la recta, —
respectivamente. =

y=o

y= X_l}:\/ﬁza;; x-1=a’;;

y=a

><V




x=a’+1= C(a?+1, a).

y=a

1 = azl(x—J);; 2a=x-1;; x=2a+1= D(2a+1 a).
y:E(x—l) 2 —

Como las superficies, § S tienen que ser iguales, ha de ser:

S = afl[\/_l——x 1} dx+2}+1[a——x 1} dx=

aZ+l

3 2 2 2a+l
_ (x—l)z 1 (X—l) +{ax_ (X—l) } _
§ 2 2 4 a’+1
L 2 1
2la? E a’f (2a) a’f
=| =55 —o+[a(2a+1) } {a(azﬂ) }
=2_ag_"’1_4+2a2+a—a2—a3—a+"’1—4:2—ag+a2 -a’ :—a—3+a2 :3a2—a3 =S.
3 4 4 3 3 3
T\/ -1- a] dx+ J' [\/ 1—— X— 1)} dx=
a2+l 2a+l
- 2a+l 5
3 3
_|(x=2)2 (x-22 (x-2°| _
= § aX + § 4 -
L 2 a2+l 2 2a+1

4 3 4

Z(ZTa)g_a(Za+l)]—[2a;2—a(a2+l)] {2(4) 42] { (2a)z_(2a)2}=

3 3 . 3 3
2 (Za) —2a2—a—zi+a3+a+£5—4—2 (23-) +a2:_a2_2i+a3+1_6
3 3 3 3
3 3 _ a2
:—a2+a_+ﬂ:—a 3a +4_Sz
3 3 3

4=

S=S5 = = 3a’-a’=a’-3a’+4;; 2a°-6a’+4=0;;



a’-3a”+2=0. Resolviendo por Ruffini:

1 -3 0 2
1 1 -2 -2
[1 -2 -2 0

_2+/4+8 _ 21\/1_2:212\/5:&\/5_

a’-2a-2=0: a
2 2 2

Las soluciones soa =1, a, =1++/3, a, =1-+/3.

La Unica solucion valida es pata= 1 ya que las otras dos soluciones estan fuer
del intervalo (0, 2), que es el recorrido de lavawgn el dominio de la parcela.

Deben dividir la parcela mediante la rectay = 1.
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CUESTIONES

13) Sea A una matriz cuadrada de orden 2 verifizaghd & = A. Calcular razonada-
mente los posibles valores de A.

Sea A la matriZA:(Z1 Zj.

Es evidente que la igualdad se cumple para lazmatla, o seao\:(o O].

Por otra parte2- A=A ;; 2- A- A= A. Multiplicando por la derecha por’A

2-A-A-AT=AAT 2-A =15 2-A=1 A=%-I = A=(

Oj
1
- %

O N
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23) Siu y v son vectores ortogonales y de médulo 1, hallaptssbles valores de
para los que los vectores+a-v y u-a-v formen un angulo de 60°.

Por seru y v dos vectores ortogonales Ex#a-ﬂ:‘ﬁ'—a-ﬂ, u-v=0y

u-u=v-v=1.

Sabiendo que el producto de dos vectores es dugtm de sus modulos por el
coseno del angulo que forman:

— —_— —

(u+a-v)-(u—a-v):u-u—a-u -Vv+a-u-v-a’-v-v=u-u-a‘*-v-.-v=
:‘ uHu‘-cosO—a2 -‘V‘-‘V‘-COSOZ 1-1-1-a® -1-1=1-a°.

‘u+a-v‘:\/(u+a-v)-(u+a-v)= u-u+a-u-v+a-u-v+a’-v-.v=yl+a’.

(U+a-V)-(U—a-V)= U+a-V‘-‘U—a-V‘-cosGO’:>1—a2=(\/ﬁ)2-% 5
2-(1—a2):1+a2 ;;2-2a’=1+a’ ;; 3a*=1;; a2:% = a:i\/§
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lim e° -
39) Calcular e -1
X - 0cosx-1

lim e*-1 1-1

- = Indet. >
X - 0cosx-1 1-1

lim 2x.e° 0

9 = Indet = {L'Hopital} =
0 X - 0 —senx

= {L'Hopital} = im e +x 2x- ¢ ): 2:(1+0) __
X-0 —COSX -1

N
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42) Dados los puntos A(-5, -1), B(2, 4) y C(0,¥2%ea M el punto medio de BC. Calcu-
lar la ecuacion de la circunferencia cuyo diamesrel segmento AM.

Para una mejor comprension del ejercicio, se haceepresentacion gréfica,
aproximada, de la situacion.

e Ah{
N

A -
e ———
2+0 _
X=——=
El punto medio de BC eg = 4?2 = M =(1 3).
=g T

El centro de la circunferencia O’ es el punto roate AM:

~5+1
2

_-1+3

2

X= =-2

o= = 0'=(-21).

=1

El radio de la circunferencia es A0 = |/[-2-(-5)]? +[1-(-1)] =vo+4=113=r.

A=-2a=-2.(-2)=4
Siendo{B=-2b=-2-1=-2 . la ecuacioén de la circun-
C=a’+b?-r2=(-2)* +12- (\/_3) =4+1-13=-8
ferencia es<’ + y* +4x-2y-8=0.
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PRUEBA B

PROBLEMAS
X=-2+3

1°) La rectar=iy=4-2t corta al planor, =x-y-2z=1 en el punto A, y al plano
Z=-6+5t

m,=x+y-z=0 en el punto B. Sea O el origen de coordenadas.

a ) Hallar el angulo entre los vector@a y OB.

b ) Hallar el area del triangulo OAB.

a)
El punto A es el siguiente:

X=-2+3

rsqy=4-2t
= —2+3t-(4-2t)-2(-6+5t)=1;; —2+3-4+2t+12-10t =1 ;;

z=-6+5t

M =EX-y-2z=1
5=5t ;; t=1= A1 2 -1).

El punto B es el siguiente:

X=-2+3

r=y=4-2t
= -2+3t+(4-2t)-(-6+5t)=;; —2+3t+4-2t+6-5t=0; 8=4t ;;

zZ=-6+3t

m=xX+y-z=0

t=2 = B(4,0, 4).
Los vectoreDA y OB SOnOA=(1, 2, -1) y OB=(4, 0, 4).
Aplicando el concepto de producto escalar de dotoves:

OA-OB _  (12-}{4024)
oA o8] NFo T 5o

aAO_é:‘O_A‘ ‘O_B>‘ COSa = Cosa =

4+0-4 0

= = =0= a=90.
V1+4+1-416+16 /6-4/32




b)

El area del tridngulo es la mitad del area del lplmgramo que determinan los
vectoresOA y OB. Conviene saber que el area del paralelogramgues gue el modulo
del producto vectorial de los vectores que lo aeitesn, por lo tanto:

i |k i ]k
SOAB:%-(O—ADO—B):%- 1 2 -1=2{1 2 -1=2[2i-j-2k-j|=2|2-2j-2|=
4 0 4 10 1

=4 |i-j+k|=4-y12+(-1 +1* =4J30u’ =S, .
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2°) Dada la funcionf(x) = ax+g, siendon y b constantes positivas, se pide:

a ) Demostrar que el minimo valor de f(x) en (@) €s2yab.

a+b

b ) Deducir2y/ab <

c ) Paran = 2 y b = 8, hallar las asintotas de la grafic&xeen (0, +o).

a)
Una funcion tiene un minimo relativo para los vesoque anulan la primera deri-
vada y hacer positiva la segunda derivada.

b b b b
f'lx)=a-— = axt-b=0: x*== === X, =+, [|=
()=a-— St S TR R

f' o= 2 5 <0 = Para maximo
+2) _f
a

b
_ax2+b_a'£+b_2b-\/a_2b-\/a-\/5_
= = = = =2vab.
CHE b Jb b =

a
a

f

El minimode f(x) en (0, +») es 2+/ab, como gueriamosdemostrar

b)

Para deducir queJab <2+

tenemos en cuenta qu%ﬁjzzx/a_b es menor que
a

cualquier otro valor de f(x) en (Ogo}.

Teniendo en cuenta qudl)=a+b, podemos asegurar qu%\/g} f(1), o sea:

2\/a_b<aJ2rb, Ox0(0, +w), cad.




c)

2
Paraa =2 y b = 8 esf (x):2x+§: 2x°+8 y sus asintotas en el intervalo (6;)+
X X

son las siguientes:

Las asintotas verticales son los valores realesque anulan el denominador:

Asintota vertical: x=0

Para determinar las tendencias recurrimos a loteBraterales:

Las asintotas horizontales son los valores firiies toma la funcién cuando x
tiende a valer infinito; son de la forma y = k.

lim lim “x : ] :
f(x)= 2X"*8 _ » = No tiene asintotashorizontats.

X —» 00 X — 00 X

Para que una funcion racional tenga asintotasuasies necesario que el grado
del numerador sea una unidad mayor que el graddeth@iminador; como ocurre en el

caso que nos ocupa.

2x> +8
[im [im [im 2
= _f(X): _ X = 2X 2+8:2:m
X -0 X X —» X X —» X
lim lim (2x*>+8 lim 2x2+8-2x2 lim 8
n= [f(x)—mx]: -2x|= - = —=0=n.
X —» © X —» X X — 00 X X — 00 X

Asintotaoblicua= y=2x
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CUESTIONES

(1 " : 1 3) (-5 3
12) Encontrar todas las matrlc{ebs i] que verifican la igualdad -(2 OJ:(_S 6] -C.

1 a) (1 3) (-5 3) (1 a) (1+2a 3+0) (-5+3b —5a+3:>

b 1/12 0/ |-8 6/ b 1) |b+2 3p+0) |-8+6b -8a+6
1+2a=-5+3b
b+2=-8+6b {5b=10}

3=-5a+3 -5a=0
3Bb=-8a+6

= a=0;; b=2.
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23) Calcular la distancia entre la rectaXT_l = y—2:Z—_1l y el plano n=x-y+z+2=0.

Comprobamos en primer lugar que la recta y elgotm paralelos (en otro caso
serian secantes y la distancia seria cero).

El vector director de la rectaz%l:y— =Z—_1l esv, =(21 -1) y el vector

normal del planoz=x-y+z+2=0 esn=(1 -1 1).

Para que la recta y el plano sean paralelos essaggc que los vectores
v, =(21, -1) y n=(1 -1, 1) sean perpendiculares, es decir: su producto eseslD:

v, -n=(21-9-@ -11)=2-1-1=0 = r O, cOMO queriamos comprobar.

La distancia de la recta r al plamn@s la misma que la distancia de un punto cual
quierade r &. Un punto de res P(1, 2, 1).

Sabiendo que la distancia del pumdx,, y,, z,) al plano genérico de ecuacién
_| A% +By, +Cz+D|
\/AZ + 82 +C2

n=Ax+By+Cz+D=0 esd(R, n) ; aplicandola al punt®(1, 2,1) y

al planon=x-y+z+2=0, es:

d(r, 7)=d(P, 7T)=|1.1_1.2+1.1+2| :|1_2+1+2| :izz—\/g unidades=d(r, 7).
12 +(-1) +1 V3 3 _3
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3?) Calcularn = [(serf x - cos'x) - dx.

cosx=t ;; senx=+/1-t? dt

dt :—I(\/l—tz)a-tz- _=
—_— V1-t
V1-t?

I :.[sen”x-co§x-dx:>{

—-senx-dx=dt ;; dx=-

=-[(1-t?) - V1-t* -t at =-[(-t2) -2 dt=-[(t -t*) - dt=[(t* -1?) - it =

1-1t2

I & _ COS X COS X
=—-—+C= - +
5 3 5 3

C=1.
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1
COSX

en el intervalo

43) ;Se puede aplicar el teorema de Bolzano ankiéfu f(x)=

[0, 7]? Razona la respuesta.

El teorema de Bolzano se puede enunciar de |gesiguforma:

“Si una funcion f es continua en un intervalo ada [a, b] y en los extremos de
éste toma valores de distinto signo, entoncesesaisinenos un valotO(a, b) tal que

f(c)=0".
La funcion f(x) es continua en su dominio, qudRegxcepto para los valores que

anulan el denominador, que son los siguientesx=0 = x=(2k +1) g kOZ.

La funcién no es continua paxapgm[o, 7], por lo cual:

No se puede aplicar el teorema de Bolzano a ladaritx) en el intervalo [Og].
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