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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Criterios generales de evaluacion de la pruebaolServaran fundamentalmente los
siguientes aspectos: correcta utilizacion de lasceptos, definiciones y propiedades
relacionadas con la naturaleza de la situacionsguiata de resolver. Justificaciones
tedricas que se aporten para el desarrollo deetgmiestas. Claridad y coherencia en la
exposicidn. Precisidon en los calculos y en lasaiotes.

Datos o tablas (si ha lugar): Podra utilizarse ecadauladora “en linea”. No se admitira
el uso de memoria para texto, ni las prestacior&ggs.

Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cadade ellas consta de dos proble-
mas y cuatro cuestiones. Cada problema tendra wmagzcion maxima de tres puntos,
y cada cuestion se puntuard, como maximo, con utop&l alumno debera escoger
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las praguste la misma.

PRUEBA A

PROBLEMAS

1°) Sea m un numero real y seanz ya recta y el plano dados respectivamente por la
2X-my+z=2-m

y m=3x+2z=2-m. Se pide:
X+2y+z=0

ecuaciones E{

a ) Estudiar la posicidn relativa de mnyen funcién del valor de m.

b ) Para el valor de m = 1, hallar la ecuacionpteato ' que pasa por el punto de corte
deryn yes perpendicular alareatax=y=z.

a)

La rectary el plan@ forman un sistema de tres ecuaciones linealesresm-
cognitas. Segun que el sistema sea compatiblentiatato, compatible indeterminado
o incompatible, la recta sera secante, contenmlraela al planaz, respectivamente.

A. Menguiano



2X—-my+z=2-m

El sistema formado as={x+2y+z=0 y las matrices de coeficientes y
3X+2z2=2-m
2 -m 1 2 -m 1 2-m
ampliadasonMm =1 2 1|;; M'={1 2 1 O
3 0 2 3 0 22-m
2 -m 1
IM|=|1 2 1/=8+3m-6+2m=5m+2=0 ;; m:—é
3 0 2

Para m# —% = RangM =Rang M'=3=n° inc6g. = Compatibledeter min ado

2
Para m¢—3:> La recta r y el plano 77 se cortan en un punta

2 2 11 2 2 11 10 2 55
2 , 12 12
Para m=-Z =>M's|1 2 10|===./1 2 10(===-|1 2 10| =
5 5 25
30 2% 3021 3 021
10 2 5
= Rangode M' ={C,, C,, C,}=|1 2 0/=20-30-2=-12#0= RangM'=3
3 01

Para m= —% = RangM # RangM' = Incompatile

2
Para m:—E:> La recta r y el plano /7 son paralelos

b)
Para m = 1 el punto de corte de r gpes el siguiente:

2x-y+z=1
El sistema resultante +2y+2z=0. Resolviendo por Cramer:
3x+2z=1
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El punto de corte es P(1, 0, -1).

La rectat = x=y =z tiene como vector directov = (1, 1, 1), que también es vec-
tor normal al plano?' pedido, por tanto, éste plano tiene una expretaeda forma:

n'=x+y+z+D =0; como tiene que contener al punto P(1, 0, -1eteune satisfacer su
ecuacion, o sea:

1-1+1-0+1-(-1)+D=0 ;; 1+0-1+D=0 ;; D=0

n=x+y+z=0
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2°) Sea f la funcion dada pdfx)= x> -3 x| + 2, xOR.

a ) Estudiar la derivabilidad de f en x = 0 mededatdefinicion de derivada.
b ) Determinar los intervalos de monotonia de liy extremos relativos.

c ) Esbozar la gréafica de f.

a)
- - x*+3x+2 si x<0
La funcion se puede redefinir comd(x) = . :
x*=3x+2 si x>0

Vamos a estudiar la derivabilidad de la funciérapa= 0, para lo cual veremos
primero si es continua para x = O:

lim _lim ~
.o f(x)—X_)O(x +3x+2)=2

lim _ imo, B
xﬁ0+f(x)_x_>0(x 3x+2)=2

La funcién es continua para x = 0. Veamos ahoea sierivable:

Una funcién es derivable en un punto si, y salexasten la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese puatiegnas, son iguales.

2x+3 six<0 f'(O‘)::_S
f'(x) = = = ()% (0)
2x -3 si x>0 £'(0')=-3

La funcién no es derivable en x = 0.

b)
Para x<0 = f(x)=x?+3x+2

f'(x)=2x+3 = f'(x)=0=2x+3=0;; 2x=-3;; x=-

N W

Para x<—g = f'(x)<0 = Decreciene = (—00, —gj




Para —g<x<0 = f'(x)>0 = Creciente= (—g Oj

Para x>0 = f(x)=x*>-3x+2

f'(x)=2x-3 = f'(x)=0=2x-3=0;; 2x=3 ;; x:g

Para O<x<g = f'(x)<0 = Decrecient = (0, gj

Para x>g = f'(x)>0 = Creciente = @ +°°j

Resumen del estudio de la monotonia (crecimiewkcyecimiento):

Decrecieng: (—oo, §j O (O, Ej
2 2

Creciente (—é, O)D (E +ooj
2 2

f(x) =

Para determinar el maximo o minimo recurrimos selgunda derivada:
Para x<0 = f(x)=x?+3x+2

f'(x)=2x+3 ;; f"(x)=2>0 = Minimo

2
f(_%): _§ +3. —§ +2:g—g+2:9 18+8:17 18:—1 = Min. —§
2 4 2 4 4 4 2

Para x>0 = f(x)=x*-3x+2

f'(x)=2x-3 ;; f"(x)=2>0 = Minimo

4p29.9,,.9-18+8 _17-18 1 _ Mm’(_’ __j
2 4 2 4 4 4 4




c)

La gréfica de la funcién es, aproximadamenteigiaisnte:

\(Ak

X

2-3[x[+2

v
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CUESTIONES

12) Sea A una matriz cuadrada de orden 4 cuyondeta@nte vale 3, y sea la matriz
B=3%/3 A. Calcular el determinante de B.

Teniendo en cuenta que:
1.- El producto de una matriz por un numerdaewatriz que resulta de multiplicar
todos y cada uno de los elementos por el nUmero.

2.- Si se multiplica o divide una fila o ur@uwmna de un determinante por un nime-
ro, el valor del determinante queda multiplicaddivadido por dicho numero.

Segun los dos puntos anteriores, siendo | A fser3;

|Bl=

33A‘:(‘°{/§)4 .| A|=3%3-3=933=|B|
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X=1+2A
2?) Calcular la distancia entre las reatas y =0 y s=—=
z=-A

Un vector director de r es =(2, 0, —1) y un director de s es = (-1, 1, -1).

Como puede observarse, los vectovesy v son linealmente independientes, lo
cual significa que las rectas se cruzan o se ggpta verificar que se cruzan determi-
namos un tercer vectow que tenga como origen un punto de r, A(1, O, Pdryextre-

mo un punto de s, B(0, 3, 2)v = AB=B-A=(1, 0,0)-(0, 3 2)=(1, -3 -2).

Para que las rectas se crucen es necesario queckmsesu, v y w estén en
planos diferentes, por lo tanto, el rangdﬁev, W} tiene que ser 3:

2 0 -1
Rango de {U, v, W}: -1 1 -1|=-4-3+1-6=-12#0= Rango=3
1 -3 -2

En efecto, las rectas r y s se cruzan.

Se entiende como distancia entre dos rectas queusan, a la menor distancia
entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquelaaitigacion.

Para calcular la distancia entre las rectas vamdsterminar un paralelepipedo
cuyas dimensiones son los vectores directoressdeddas y otro vector que tiene como
origen un punto A de la recta r y como final ott;mfo B de la recta s, tal como se ob-



serva en la figura.

El volumen del paralelepipedo es el producto midddos tres vectores. Por otra
parte, también se puede determinar el volumen @muooducto del &rea de la base por
la altura. Observemos que la altura h es igualdestancia pedida d entre ambas rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguientea:

v=1u-(vow)=[uov|-n=[vov]d = d:‘“_(VEW)‘
ullv
2 0 -1
o -1 1 -1
d_‘“'(VDW)‘_ 1 -3 -2|| |-4-3+1-6|  [1-13] _ 12 B
Cofuov][[1 0 k|| [2erisie2i] fiesiek] JEezer
2 0 -1
-1 1 -1

_ 12 12 _12V14_6V14 _
J1+9+4 14 14 7
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39) Calcular el valor deIIIm fag (ZX).
X - Ztag(6x)

lim tag(ex) _ tag7 _0_ . _ (L' Hopital) =
X - Ztag(6x) tag (37) O

2
_, lim cos (2x) _ lim cos’(6x) _1 cos(37) _1 cosm_1 (-1)° _1
X2 6 Xx-353cos’(2x) 83 cosm 3 cosm 3 (-1 3
cos’ (6x)

Este problema también puede hacerse de la sigumma:

sen(2x)
lim tag(2x) _ lim cos(2x) _ lim sen(2x) - cos(6x)
X - Ztag(6x) x - Zsen(6x)  x - Z sen(6x) - cos(2x)
cos(6x)

_ lim cos(ex) lim sen(2x) _cos(37) lim sen(2x) _-1 lim sen(2x) _
X > Zcos(2x) x - Zsen6x) cosm X - Zsen(6x) -1 X - Zsen(6x)

lim
= _sen(2x) _0 =Ind.= {Dividiendo por x—"* numerador y denomin ador} =
X > Zsen6x) 0 2

sen2x)  lim sen(2x)

lim x-2 x-7 x-%2 _A

~ x - zsen6x) i s,ern(GX)ZE:> ()
X=7 X x—1
lim (2x) XTi T X2
= ”sen ”X :segnzg = Ind. = 2x-m7=2a; = { - g} =
R 2x = T+ 20 a-
_ po lim sen(r+2a) _ lim sen(-2g) _ lim -sen(2a) _  lim sen(Za):>
a0 a a-0 «a a-0 qa a-0 a

B0

2a =0 . .
a-0 [im [im
:{ 'B} - { } = A=- senﬂ:_z. Sen’8:—2-1:—2:A
a==
2



Xx-Z=q

lim sen(6x) _ sen(377) _ 0 = oind = Joyemmog b = {x—ﬂg} _
X—> 3 X=7% 0

2 2

6X = 37+ 60

g lim sen(37+6a) _ lim sen(-6a) __ Iim sen(60')::>
a-0 a a-0 a a-0 a

[im sen,B__6 1=—6=8

a-0 __ lim seng___
= B :>{ }::»B— ,8—»Oﬁ 6/3%0
6

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de A yeBulta:

lim tag(2x)
X - Ztag(6x)

_A_
B

_—623 (Como cabia esperar, el mismo resultado antgrior.

lw =
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43) Hallar el area del recinto limitado por lasgbalasy =6x - x*> e y=x* —2x.

Los puntos de corte de cada para-
bola con el eje de abscisas son:

y=6x-x*=0 = x(6-x)=0 =

x, =0 - O
=
x,=6 - A6, 0)

y=x?-2x=0 = x(x-2)=0 =

{xle - Of
=
x,=2 - B(

Los puntos de corte de las dos pa-
rabolas se obtienen igualandolas:

BX—X*> =x*=-2x :; 2x*-8x=0 =

Bx—x2=x2-2x ;; 2x*-8x=0 = 2x(x-4)=0 =

y4)=4"-2.4=16-8=8 -~ -~ - - - - o o1

La representacion grafica de la situacion es lla figura.

S=

O ey

(6x - xz)-dx—Jj(x2 - 2x)-dx—j:(x2 ~ 2x)-dx =

= j:(6x— xz)-dx+jj(x2 - 2x)-dx—j21(x2 ~2x)-dx =

Tex 21 [x 27 [ 2T (., x1 [x L, [x LT .
= e B +|— - =|3X" " —— | +|——-X +| —-—-X =
2 3] |3 2 |3 2] 3|, 13 ", 3 7|




:(3 -16—@j—0+o—(§—4j+(§—4)—(@—16j —4g-54_ 0% 16-64-128_
3 3 3 3 3 3 3

_192-128 _64 =S
3 3
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PRUEBA B
PROBLEMAS

X+2y+3z=1
1°) Se considera el sistema de ecuaciones linealesay +3z=2
2x+(2+a)y+62=3

a ) ¢ Existe algun valor del parametro a para dlaisistema es incompatible?

b ) ¢Existe algun valor del parametro a para dl @usistema sea compatible determi-
nado?

c ) Resolverlo paraa = 0.

a)
1 2 3
M=|1 a 3|={C,=3-C} = RangM =2, DalOR
2 at+2 6

Vamos a estudiar ahora el rango de M’, para ld ptescindimos de la tercera
columna:

1 2 1
Rangode M' = |M'|=|1 a 2|=3a+a+2+8-2a-6-2(a+2)=0;;
2 a+2 3

2a+4-2a-4=0;; 0=0 = RangM'=2, [DallR

RangM =RangM'=2<n° inc.= Compatibleindeterminado, [JallR

No existe ningun valor real de a para el cual €gmia sea incompatible

b)

No existe ningun valor real de a que haga elmsteompatible determinado.

c)
Lo resolvemos para a = 0. Como sabemos que esatiaepndeterminado, pres-
cindimos de la tercera ecuacion.



X+2y+3z=1

El sistema resulta:
X+3z=2

. Haciendoz=A:

X=2-3A

N

X+2y:1—3/‘}~2-3/1 +2y=1-31 ;; 2+2y=1;; 2y=-1;; y=-—

x=2-31
Solucion y:—% OAOR
z=A
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29 a) Dada la funcionf :[1, €| ~ R definida por f(x):1+ L x, determinar de entre
X

todas las rectas tangentes a la grafica de f ldigque maxima pendiente. Escribir la
ecuacion de dicha recta.

b ) Calcular la funcidn primitiva de f(x) que pas® el punto P(e, 2).
a)
Se trata de obtener el maximo de f'(x) en el wdkr [1, e]:

:l_ZX:O = 1-x=0;; x=], XD[l, e]
X

oy 1
f (x)——F+

X |~

— . 2— — . — — —
£ (x) = 1-x* - (1-x) 2X _—X=2+2X _X-2

x* x3 x3

f"(1):1—2:—1<0:> Maximo ;; f(l):m:%+ L1=1+0=0=m = Max(L 0)

13

La pendiente es maxima para x =1, para elrasalta m = 0 y el punto de tan-
gencia es el maximo: P(1, 0).

La recta tangente es horizontak y=1.

b)

F0=[( 3+ Lx) - axef oo [Lxc dx=Lxr AF) ()

R
A:jo-dx:> Lx=u a;-dx—du :>{ju .dv=u -v—jv-du}:>

dx=dv - x=v

= A=Lx-x-[x = dx=xLx~[dx=xLx-x+C=x(Lx-1)+C=A
X

Sustituyendo en (*):F(x) = Lx+x(Lx-1)+C
Por pasar por P(e, 2) tiene que sEfe)=2= F(e)= Le+e(Le-1)+C=2 ;;
1+e-(1-1)+C=2 ;;1+0+C=2;; C=1

F(x)= Lx+x(Lx-1)+1
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CUESTIONES

1 1 1 -1 0 O
12) Dadas las matricds=|-1 0 1|y A=| 0 -1 0/, hallar la matriz B sabiendo
0O -11 O 0 2

queP™-B-P=A.
Multiplicando por P por la izquierda, qued® - P™*-B-P=P - A ;;
| . B-P=P-A;; B-P=P-A.

Multiplicando por P por la derecha:

B-P-P*=P-A-P*:;B-1=P-A-P*;; B=P-A-P* (¥

Ahora vamos a calcular'Ritilizando el método de Gauss-Jordan:

1 1 1/1 00 1 1 1/1 00
(P/1)=|-1 0 1/0 1 o|={F, - F,+F}=|0 1 2|1 1 0|=
0 -11/0 0 1 0 -1 1|0 0 1
10 2101 10 2/101
F, - F, +F,
=i ELp(=l01 211 o|={F, ~iF}=]|0 1 2|1 1 0|=
2722 oo 3[111 00 1|4 1 1
F . F -2F, 1005 -3 3 ) ERE
= =010/ & -2 = P =% I -2
F, -~ F,-2F, 2o o
00 1[5 5 3 3 03 3

Sustituyendo en (*) el valor obtenido dé yhaciendo operaciones:

1 1 -1 0 O
B=P-A-P*'=/-1 0 1/-|0 -1 0f-
0 -11 0O 0 2

|

Wl wlk wl-
Wl wle
w

-1 -12) (¢ -2 1) (011
=1 0 2|-]¢ & -2z|=|1 0 1|=B
0 1 22 ¢+ 2){110
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22) Hallar la ecuacién general del plaono que pasa por los puntos(2, 2, -1),
B(4, 0, 2) y es perpendicular al planmo= x -5y +2z-6=0.

El planoa pedido tiene como vectores directonesy n, siendov el que de-
terminan los puntos Ay By un vector normal al plana:

v=AB=B-A=(40 2)-(2 2 -1)=(2 -2 3).
n=(1 -5 2).

X—=2 y-2 z+1
adav. )=l 2 -2 3 =0

1 -5 2
—4(x-2)-10(z+1)+3(y-2)+2(z+1)+15x-2)-4(y-2)=0 ;;
11(x-2)-(y-2)-8(z+1)= 0 ;; 11x-22-y+2-82-8=0

a=11x-y-8z-28=0
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3?) Hallar el area limitada por las gréaficas deflasionesy=3x—-x* e y=2x-2.

Los puntos de corte de cada funcion con el epgbdeisas son:

y=3x-x*=0 = x(3-x)=0 =

N

{xle - 00 0
=
x,=6 - A3 0

N—

y=2x-2=0 = x=1 = B(L 0)

Los puntos de corte de las dos fun-
ciones se obtienen igualandolas:

X—-X*=2x-2;; X*-x-2=0 =

(o lxy1+8 _1+4/9 _1£3_
2 2 2

{x1:2 - c(2 2)
==
x,=-1 -~ D(-1, -4)

La representacion gréafica de la situacion es la figura.

Por ser todas las ordenadas de la parabola mayoedss de la recta en el inter-
valo (-1, 2), la superficie es la diferencia deliastadas por la parabola y la recta, res-
pectivamente, o sea:

S= j'l[(Sx—xz)—(Zx—Z)]-dx: J%(Sx— X2 = 2x+ 2)-dx = Jz'(— X2 = X+ 2)-dx =

-1 -1

De no haber tenido en cuenta el dltimo parrafalessr, calculando una a una las
areas correspondientes hubiera sido como se ham&iauacion, que, como se aprecia,



es mucho mas engorroso.

S= ]'l(2x— 2)-dx+j2(3x—x2)-dx+J:(3x— xz)-dx+J:'(2x— 2)-dx =

1

:(1+2)—(1—2)+O—(—+—j+(6—:—83j—0+(1—2)—(4—4):3+1—g—:—13+6—%—1=
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Ve

lim
43) Determinar el valor de a para que se verlflque («/x2 +ax+1- x): 2

—»+00

[im
(\/X2+aX+l—X):oo—oo = Ind. =

n—>+00

, , 2
lim (Jx2+ax+1—x)(Jx2+ax+1+x) lim (\/x2+ax+1) - x°
= = =
n - +oo VX® +ax+1+Xx N -+ x?+ax+1+Xx

lim x> +ax+1-x°2 lim ax+1 00
= =—=Ind.=>

N - 40 Jx*+ax+1+x N - +oyx?+ax+l+x

ax+1
lim lim at.  _ lim at.
n—>+°°\/x+7ax+l+x n~+°°\/x+7ax+1+l_n~+°°\/m+l_
X X?
a! o2

a+0 _a _

_a
—=2=
N 4o 1+ + +1 /1+ + «/1+O+O+1 141 2
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