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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Criterios generales de evaluacion de la prueba: Se observaran fundamentalment
siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propied:
relacionadas con la naturaleza de la situacién que se trata de resolver. Justificaci
tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia
exposicidn. Precisidon en los célculos y en las notaciones.

Datos o tablas (si ha lugar): Podra utilizarse una calculadora “en linea”. No se adm
el uso de memoria para texto, ni las prestaciones graficas.

Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cada una de ellas consta de dos pr
mas Yy cuatro cuestiones. Cada problema tendra una puntuacion maxima de tres pL
y cada cuestion se puntuara, como maximo, con un punto. El alumno debera esc
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma en el orden dese:

PRUEBA A

PROBLEMAS

X+ay—-z=2
1°) a ) Discutir el sistema 2 x+ y+az=0 , en funcion del valor de a.
3x+(at+tl)y-z=a-1

b ) Para el valor de a = 1, hallese, si procede, la solucion del sistema.

1 a -1 1 a -1 2
M={2 1 a|l;M=2 1 a o0
3 a+l -1 3 a+l -1 a-1
1 a -1
M| = 1 al|=—-% 2 2+ ¥ +3+2a-ala+)=2+3a’-a*-a=
3 a+l1 -1

A. Menguiano



R
I
o

=2¢-a=0; a2a-1)=0=>

Q
N
I
N

az0
Para ¢ 1 = RangoM= RangoM '= 3=n°incognitas = Compatible determinado
a

Para a=0 el rangc de M" es:
1 0 2

M={C,C, Clt=[2 1 0|=-1+4-6=-220 = RangoM'=3
31 -1

Para ap% el rangode M' es:

1 3 2
M':>{C1’ ng C4}:> 21 O :—1+6_6+E:O
33 -3 27
= RangoM '=3
1 -1 2
Mlj{cl’ G C4}:> 2 3 0 =—%—4—3—1¢0
3 -1 -3

a=0
Para{ 1} = Rangavi# RangoM' = Incompatille
1 -

b)
Resolviendo para a = 1, aplicando la Regla de Cramer:
21 -1
01 1
0 2 -1 -2-4 -6
X = = = =—6=X
11 -1 -1+4+3+3-2+2 1
21 1
3 2 -1
12 -1 112
2 0 1 210
3 0 -1 320 -
y= :6+4:£):10: 5 zZ= :8 6222222
1 1 1 = 1 1 1 —
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2°)
a ) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funidigrs ™, sus
extremos relativos, puntos de inflexion y asintotas.

b ) Eshozar la grafica de fy calculpx - f(x) - dx.

a)
Se trata de una funcion puf(x) = f(- x)}, por lo cual es simétrica con respecto
al eje de ordenadas.

x>0 = f'(x)<0 = Decrecient
f(=-2x-é = f(x)=0= x=0 =
x<0 = f'(x)>0 = Creciente

f(x=- b1.&" - x.2x. &)= 26" (2x* -1)

f''(0)=-26<0 = Méaximo para x=0;; f(0)=e = Maximo(0, e)

N

f'{(x)=0= 2*-1=0;; x* =

N
U

NI

X
N
1
I

(e B o2x-# (2% )+ & = axe™ (3-2x¢)= (%)

f"‘(@):4.§ e 220 = P I para xz% oo f(2)=ve = P |(§ \/EJ

Por simetria = P. I.(—g, \/EJ.

Las posibles asintotas que puede tener la funcion son paralelas al eje de absci

El eje X es asintota de la funcion.



b)
La gréafica de f(x) =™, teniendo en cuenta lo anterior es, aproximadamente
como indica la siguiente figura:

=9 199 T o |
1-x* =t
3 3 Xx=3_-1t=-8
S| x () de=|x €™ dx=1{-2x dx=dt =
l l x-dx:—%dt LY -0

17 11 .1- 1/ 11 f-1_1
= S:_EJ;é'dt:_E[e]OS:_E(es_eo):__(_s_lj:e 00— Uz:S
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CUESTIONES

12) Sea A una matriz 2x2 de columnas@ y determinante 4. Sea B otra matriz 2x2 de
determinante 2. Si C es la matriz de columnas@ y 3G, calcular el determinante de

la matriz B - C.

A=(C, C) ;| A=|c, C,|=4;|B|=2
| ¢=| ¢+ G ,8|=| G ,8|+|C, ,B|= 3]C, C,|+ G 3{A|=3-4=12

|C,, 3C, | =0 por tener dos columnas proporcionales.

| B-C*|=] B|-\C'1\:|B|-i:2-i:
IC| 12

lo | =
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29) Calcular la distancia del origen al planoque pasa por A(1, 2, 0) y contiene a la
Xx+2 y-1_
— =2 "=z

3

rectar =

El vector director de la rectar @s=(2, 3 1), y un punto de r es P(-2, 1, 0).

El planon puede determinarse por los vectores directoreg AP y contener al
punto A.

AP=P-A=(- 21, 0-(1 2 0=(-3 -1 0).

x-1 y-2 z
n(A; v, ﬁ)s 2 3 1=0;-3y-d-2z+9z+(x-1)=0;;
-3 -1 0

- 3+ 6t 2+x—-1=0;; 1= x—3y+72+5=0

D]

Sabiendo que la distancia de un plano al origen(€s: 77) = e ;
A +B +

4(0, 7)= 5| 5 5 _ 5/59

= = = U:do,ﬂ
JE+(-3F+72 J1+9+49 59 59 .
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39) Calcular

|in1 X -L_X o0 - 00

X —» +o00 e

X —» +o0 e* 00
1
. +x.= ,
im  LEXPXTim
- =
X — oo e’ X — +00
1
lim lim 1
X _ _
= EEATS =

LX+1_ o
e" 00
1 :E:Q
0 o0 =
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49) Aplicando el Teorema de Lagrange de los incrementos finitos, demostrar que |

x >0 se verifica: arc tag(2 ¥ - arc tag x < . X

X2

El Teorema del valor medio o de Lagrange, dice:

Si f es una funcion continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe al |

nos un puntoc(a, b) que cumple:f'(c):w.

Considerando la funcion{ = arc tag(2 X - arc tag X7 X

X2

f(x) cumple las hipodtesis del Teorema de Lagrange por tratarse de una func
gue es la suma algebraica de tres funciones continuas en [0, n] y derivables en (C
UnUR, n>0.

)= 2 - 1 C1(mR)-xe2x 2 11X -2xt
1+ (2x)? 1+ (1+ x2)2 1+4x* 1+Xx° (1+ NG )2
2 1 1-x* _ 2 1+xX+1-x2_ 2 2

:1+4X2_1+X2 (1+X2)2_1+4X2 (1+X2)2 T 1t ax? (1+X2)2

_ 41 x?) - A1+ ax®) _ frr 2+ xt ) - 14 4x?) _ f1r 2+ x - 1-4x7) _
(1+ 2% Yo+ x?) (1+ 2% )1+ x2 ) (1+ 4% Yo+ x?)

_ 2(x4 —2x2) _ 2x2(x2 —2) _ f'(x)
(1+ 2 )+ x2) (14 42 )1+ x?)
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PRUEBA B

PROBLEMAS

1°) a ) Determinar el punto A’, simétrico de A(-3, 1, -7) respecto de la recta r de ec

cion: rEx+1:y;3:il.
2 2

b ) Hallar la distancia de A arr.

a)
El planon, perpendicular ar por A, es el que tiene como vector normal a un ve

tor director de r, por ejemplay = (1, 2, 2), y contiene al punto A:

T= X+ 2y+2z+D =0

}:m-ez& 2.#D= 0;-3 214¢+D=0; D=15
A-31-7)

T= X+ 2y+ 2Z2+15=0

El punto N de interseccion de la recta r con el plares el siguiente:

T= X+ 2y+ 2+15=0

Xx=-1+A
r=ly=3+21 =(- #1)+ £3 2)+ 4- 1+ 2)+15=0 ;;
z=-1+2A
X=-3
- 2A+ 6 A- 2 A+150;;N=-18;; A=—2=]y=-1} = N(-3-1 -5
z=-5

Para que A’ sea el punto simétrico de A con respecto a r, tiene que cumplirse c
AN= NA= N-A=A-N ;- 3- 1- (- 31-9=(x,y,2)-(-3 -1 -5);;

X+3=0- x=-3
(0,— 2,3:(X+3, y+l Z+5):> y+1:—2_,y:_3 = A'(—3,—3,—3)
z+5=2 5 z=-3

b)
‘QADV‘
La distancia de un punto A a una recta rc{g, r)= ‘_,‘ , donde Q es un

punto cualquiera de la rectar.



Un punto de la recta r puede ser Q(-1, 3, -1), con lo cual:

QA= A-Q=(- 31- J-(-13-9=(-2 -2 -6).

i j Kk
-2 -2 -6
a(A r)= 1 2 2| |-#-6§-&+X+12+4j] [8-2j-2k| _

:\/82 +(- 27 +(-2) _N64+4+4 _ 2/16+1+1 _ 2\/1_8: 2-3\/5:2\/5 u=d(

A r)
3 3 3 3 3

Nota: Este apartado podia hacerse de forma mas sencilla: teniendo en cuante
la distancia es la misma que entre los puntos Ay N.
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2°) Sea f( ¥ =€ + Lx, x0(0, ).

a ) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f y sus asintotas.

b ) Probar que f tiene un punto de inflexién en el inter{%lol} y esbozar la grafica

de f.

a)
1 . .,
f'(x)=e* +=. Por ser x > 0, no existe ningln valor real de x para el cual se ant
X

la derivada, por lo tanto:

f(>00x>0 = f(¥ es mondtonacreciente

La funcidn no tiene asintotas verticales ni oblicuas por no ser racional y tampc
tiene asintotas horizontales por ser o, f(x) - o.

b)



CUESTIONES

12) Dadas las matrices

]
e e

0 1 00
0, C=|2 1 0}, hallar las matrices X que satisfa-
0 3 2 2

cen X- C+ A= C+ A?.

X G A G A;; XxCC K-A;; X-C:C+A(A—|);;
X-C Cc'=[c+ AA-1)]-C* 5 X-1=[c+ AA-T)]-C™ 5

x=[c+AA-1)]-c*

100y (100 (0 0 O
A-1=/10 0[-|0 1 0f=|1 -1 0
100 (001) (1 0 -1
100),(0 0 O 000
A-(A-1)=/1 0 0|-|1 -1 0|=|0 0O
100/ 1 0 -1 (000

100 (000
X=[Cc+AA-1)]-C*=||1 0 0[+|0 0 O||-C*=C-C*=1=X
100 (00O

100 10
Teniendo en cuenta qu&’ =A-A={1 0 0|-|1 0
100 10

expresion dada puede ponerse de la forma:

X-C+ AC+ AR ;; X-C=C = X =1
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29) Dados el punto A(3, 5,-1) y la reataXT_1 =y+2 :ZTH, hallar el punto B perte-

neciente a r tal que el vector de extremos A y B es paralelo al plaih® ecuacion
n=3x—-2y+z2+5=0

X=1+2A
La expresiOn por unas ecuaciones parameétricas derr=esy =-2+ 1 , por lo
z=-1+4A

cual su punto general eB(1+ 24, - 2+ A, —1+4]).
El vector AB tiene las siguientes componenta® = (2- 24, 7- A, —44).

Para que el vectohB sea paralelo al plano tiene que ser perpendicular al vec-
tor normal al plano, que es = (3 -2, 1).

Teniendo en cuenta que el producto escalar de dos vectores perpendiculare
cero, tiene que cumplirse que:

AB n=0(22,71,-4)(3-21=0;
6 8- 14 2-4=0;,-881=0;;4=-1

El punto B resulta serB(- 1, - 3, -5).
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3%) Estudiar, segun los valores de los numeros realgss, la continuidad de la fun-

X+a
1

cion f definida porf (x) =14 4 yx
L six=0

si xZ0

La funcion estéa definida para cualquier valor real de x, excepto para x = 0, pol
tanto, para determinar su continuidad basta con estudiarla para este valor.

lim lim x+ _
f(x)= XT& ~_ 9 Indeterminado
X -0 X - Ol+ )(; 1+0°

Para determinar la indeterminacién hacemos lo siguiente:

1 1
1+ =y y=-1=x* i L(y—1):1Lx:B:>(Tomandoh’mites para x - 0)=
X X

limi limi - limi
Ly= X2 L Indet = (L' Hopital) =
X -0 X -0 X 0



43) Hallar el area del recinto limitado por las graficas de las siguientes funcion

2

y= X, y:X?, y = 2X.

Los puntos de corte de la recta con cada una de las parabolas son los siguient

i x, = 0- 0(0, 0)
y=x }:> X=2x;; ¥-2x=0;; x(x-2)=0 =
y=2x x, =2 A2 4)
% 2 x, = 0- 0(0, 0)
Tl X —ox @ —ax=0 x(x-4)=0=
y =2x ? x, = 4 B(4, 8)

La representacion grafica, aproximada, de la situacion es la siguiente:

/

pm—
<
H
>k
\

/

><V

O 2 4
2 2 4 2 3 372 374
S:I x? —X— dx+ 2X—X— -dx = X__X_ +| x? _X_ —
0 4 2 4 3 12 12 |,

:(§_Ej_o+ (16_%]_(4—Ej :§—Z+16—1—6—4+g:12—§:2—8 U =S
12 3 3 3 3

3 12 12 3 3
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