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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Criterios generales de evaluación de la prueba: Se observarán fundamentalmente los 
siguientes aspectos: correcta utilización de los conceptos, definiciones y propiedades 
relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver. Justificaciones 
teóricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la 
exposición. Precisión en los cálculos y en las notaciones. 
 
Datos o tablas (si ha lugar): Podrá utilizarse una calculadora “en línea”. No se admitirá 
el uso de memoria para texto, ni las prestaciones gráficas. 
 
Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cada una de ellas consta de dos proble-
mas y cuatro cuestiones. Cada problema tendrá una puntuación máxima de tres puntos, 
y cada cuestión se puntuará, como máximo, con un punto. El alumno deberá escoger 
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma en el orden deseado. 
 

PRUEBA A 
 

PROBLEMAS 
 

1º) a ) Dados la recta 




=−+
=+−≡

252
12

zyx
zyx

r  y el plano 01 =++−≡ zyaxπ , hállese el va-

lor de a para que la recta r y el plano π  sean paralelos. 
 
b ) Para a = 2, calcúlese la ecuación del plano α  que contiene a r y es perpendicular a 
π , y hállese la distancia entre r y π . 

---------- 
a ) 
 La recta r y el plano π  son paralelos cuando el vector director de la recta sea per-
pendicular al vector normal al plano. 
 
 Para determinar un vector director de la recta la expresamos por unas ecuaciones 
paramétricas: 
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 Un vector director de r es ( )1,3,1=v . 
 
 Un vector normal del plano es ( )1,1, −= an . 
 
 Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero: 
 
 
  ( ) ( ) 202131,1,·1,3,1· =⇒=−=+−=−= aaaanv  

 
b )  
 
 Si el plano α  contiene a la recta r, contiene a todos sus puntos. Un punto de la 
recta r es P(1, 0, 0). 
 
 El plano α  tiene como vectores directores al vector director de la recta r y al vec-
tor normal al plano π ; su ecuación vectorial es la siguiente: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) RzyxnvP ∈∀−++=≡ µλµλα ,,1,1,21,3,10,0,1,,,;  

 
 Por ser la recta r y el plano π  paralelos, la distancia entre ellos es la misma que la 
distancia de cualquiera de los puntos de la recta al plano. 
 

 La distancia de un punto a un plano es ( )
222

000,
CBA

DCzByAx
Pd

++

+++
=π , que apli-

cada al punto P(1, 0, 0) y al plano 012 =++−≡ zyxπ , sería: 
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2º) a ) Estúdiense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de ( ) xexxf −= , sus má-
ximos y mínimos relativos, asíntotas y puntos de inflexión. Demuéstrese que para todo 

x se tiene ( )
e

xf
1≤ . 

 
b ) Pruébese que la ecuación xex =3  tiene alguna solución en ( ]1,∞− . 
 

---------- 
a ) 
 
 La función está definida en R. 
 
 Los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes: 
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 Los máximos y mínimos relativos son: 
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 Las asíntotas son: 
 
Paralelas a X: 
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Paralelas a Y:     tieneNoRxex ⇒∉⇒= 0  

 
Oblicuas:   son de la forma  y = mx + n 
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 Determinamos ahora los puntos de inflexión: 
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 Por tratarse de una función continua en su dominio, que es R, y ser estudiando sus 

periodos de crecimiento y decrecimiento, el máximo obtenido en el punto 








e
P

1
,1  es 

un máximo absoluto, lo que demuestra lo pedido: que ( ) Rx
e

xf ∈∀≤ ,
1

. 

 
b ) 
 Para probar que la ecuación xex =3  tiene alguna solución en ( ]1,∞− , considera-

mos la función ( ) xexxf −= 3 . 
 
 Probar que la ecuación xex =3  tiene alguna solución en ( ]1,∞−  es equivalente a 
demostrar que la función f(x) tiene alguna solución en el intervalo indicado, o sea, que 
se anula para algún punto del intervalo. 
 
 La función ( ) xexxf −= 3  es continua en su dominio, que es R, por ser la suma de 
dos funciones continuas que tienen ambas por dominio R; esto significa que f(x) es con-
tinua en el intervalo considerado.. 
 
 Según el teorema de Bolzano, se trata de encontrar dos valores de x, a y b, perte-
necientes al intervalo, tales que hagan f(a) > 0 y f(b) < 0, o viceversa. 
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 Lo anterior nos permite asegurar que en el intervalo ( ]1,∞−  la ecuación xex =3  
tiene al menos una solución, como teníamos que probar. 
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CUESTIONES 
 
1ª) Sea m un número real. Discútase, en función de m, el sistema de ecuaciones lineales 

homogéneo cuya matriz de coeficientes es 
















+
=

212

1

111

m

mmA . 

---------- 
 
 Por tratarse de un sistema lineal homogéneo, la matriz ampliada tiene el mismo 
rango que la matriz de coeficientes. 
 
 El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro m es el siguiente: 
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 Para m = 1 la matriz resulta 
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A  cuyo rango es 1; el sistema resultante 

es la ecuación: 0=++ zyx , que tiene infinitas soluciones. Para obtenerlas tenemos que 

parametrizar dos de las incógnitas, por ejemplo: 0=++⇒




=
= µλµ

λ
x

z
y . 

 

R
z
y
x

mparaSolución ∈∀







=
=

−−=
⇒= µλ

µ
λ

µλ
,,1  

 
********** www.yo

qu
ier

oa
pro

ba
r.e

s



 
2ª.- Hállense las ecuaciones de la recta r que pasa por el punto P(2, 1, -1), está contenida 

en el plano 132 =++≡ zyxπ , y es perpendicular a la recta 




+=
−=≡
4
32

zy
zx

s . 

---------- 
 
 Evidentemente el punto P está contenido en el plano. 
 

 La expresión de s por unas ecuaciones paramétricas es: 







=
+=
+−=

≡
λ

λ
λ

z
y
x

s 4
23

; un vec-

tor director de s es ( )1,1,2=v . 
 
 El plano α , perpendicular a s y que pasa por P(2, 1, -1) es el siguiente: 
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 La recta r pedida es la intersección de los planos :πα y  
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 La expresión de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
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 A título de comprobación: un vector director de r es ( )3,5,1 −=w , que es per-

pendicular al vector director de la recta s, ( )1,1,2=v , por ser su producto escalar cero. 
 
 Por otra parte el punto P(2, 1, -1) pertenece a r, como cabía esperar. 
 

********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 

3ª.- Calcúlese 
2

cos1cos

0 x
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x
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. 

---------- 
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4ª.- Calcúlese el área del recinto limitado por la curva de ecuación xxxy 23 23 +−=  y 
por la recta tangente a dicha curva en el punto x = 0. 

---------- 
 
 La recta tangente a la función ( ) xxxxf 23 23 +−=  es la siguiente: 
 

( ) ( ) 20';;263' 2 ==+−= mfxxxf  
 

( ) ( ) ( ) xyTangentexy
O
m

xxmyy 2:020
0,0

2
00 =⇒−=−⇒







 =

⇒−=−  

 
 Los puntos de corte de la curva y su tangente por O(0, 0) son los siguientes: 
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 Para tener una idea exacta de la situación hacemos su representación gráfica. 
 
  Los puntos de corte con el eje X de la curva son los siguientes: 
 

( ) ( ) ;;023;;.0,00;;023;;023 2
1

223 =+−→==+−=+−= xxOxxxxxxxy  
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 La representación gráfica, aproximada, de la 
situación, es la que se indica en la figura. 
 
 De la observación de la figura se deduce que 
el área pedida S es la siguiente: 
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PRUEBA B 

 
PROBLEMAS 

 
1º) Discútase, en función del valor del parámetro k, el siguiente sistema de ecuaciones 

lineales: 







=+
=+
=+

03
23

03

kyx
kyx

ykx
. Resuélvase el sistema cuando sea compatible. 

---------- 
 
 Se trata de un sistema de tres ecuaciones con dos incógnitas. Las matrices de coe-

ficientes y ampliada son las siguientes: 





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



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





=
03

23

03

'

3

23

3

k

k

k
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k

k
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 El rango de las matrices de coeficientes y ampliada en función del parámetro k es: 
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 Para resolverlo en los diferentes casos despreciamos una de las ecuaciones, por 
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ejemplo, la última, resultando el sistema: 




=+
=+

kyx
ykx

23
03 . 

 
 Para k = 0 el sistema es homogéneo y la solución es la trivial: x = y = z = 0. 
 

 Para k = 3 
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
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
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
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 Para k = -3 
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2º) Sea la función ( )
x

x
xf

224−= : 

a ) Determínese el dominio de f, sus asíntotas, simetrías y máximos y mínimos relativos. 
Esbócese su gráfica. 
 

b ) Calcúlese ( )∫
2

1

·· dxxLxf . 

----------  
a ) 
 Por tratarse de una función racional está definida para todos los valores reales de 
x, excepto para aquel o aquellos que anulan el denominador. En el caso que nos ocupa 
el dominio es:  ( ) { }0−⇒ RfD . 

 
 Las asíntotas de la función son las siguientes: 

Horizontales: son los valores finitos que toma f cuando x tiende a valer infinito; 
son de la forma y = k. 
 

  ( ) tieneNo
x

x

x

lím
xf

x

lím
ky ⇒±∞=+

±∞→
=

±∞→
== 12

 

 

Verticales: son los valores de x que anulan el denominador. 
  

YejeElx ⇒= 0  

 
 Oblicuas: Para que una función racional tenga asíntotas oblicuas es necesario que 
el grado del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador, que es lo 
que ocurre en nuestro caso. 
 
 Son de la forma ( )∞≠≠+= mmnmxy ;0 . 
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lím
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Es asíntota oblicua la recta y = -2x. 

 
 Las simetrías que estudiamos son las siguientes: 
 
1 ) Con respecto al eje Y; tiene que cumplirse que ( ) ( )xfxf −= . 
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2 ) Con respecto al origen; tiene que cumplirse que ( ) ( )xfxf −=−  
 

( ) ( ) ( )⇒−=−−=
−

−−=− xf
x

x

x

x
xf

22 24·24
 Es simétrica con respecto al origen. 

 
 Los máximos y mínimos relativos son: 
 

( ) ( ) ( )xf
x

x

x

x

x
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x
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xf '

2
·2

4224424·1·4
'

2

2

2

2
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=+−=−−=+−−=−−−=  

 

( ) .;;02;;0
2

·20' 2

2

2

relmínimosnimáximostieneNoRxx
x

x
xf ⇒∉=+=+−⇒=  

 
 Teniendo en cuenta la simetría de la función, que ( ) ( )fDxxf ∈∀< ,0'  lo cual 
significa que la función es monótona decreciente en su dominio y que corta al eje X en 
los puntos ( )0,2−A  y ( )0,2B , la representación gráfica, aproximada, es la siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b )  

( ) (*)··2·
4

··
24

··
2

1

2

1

2

1

22

1

BAdxxLxdx
x

xL
dxxL

x

x
dxxLxf −=−=−= ∫∫∫∫  

 

[ ]
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tdttA
tx

Ltx
dtdx

x

txL
dx

x

xL
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L
L
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





=
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





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[ ] ( )

BLL

LLL
x

xLxdxxxLx

dx
x

xxxLB
xvdvdxx

dudx
x

uxL
dxxLxB

=−=+−=

=






 −−−=






 −−−=






 −=−=

=




 −=⇒














=→=

=→=
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∫

∫∫
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2

1
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1
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1
1·1122
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·
1

··
2

1
··2

2
2

2

1

2
22

1

2

2

1

22
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2

1

 

 
 Sustituyendo en (*) los valores de A y B, resulta: 
 

( ) ( ) ( )2222
2

1

12
2

1
1222

2

1

2

1
22

2

1

2

1
22

2

1
·· −=+−=+−=







 −−=∫ LLLLLLLdxxLxf  
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CUESTIONES 
 
1ª) ¿Existen máximos y mínimos absolutos de la función ( ) 1cos += xxf  en el intervalo 
[ ]π,0 ? Justifíquese su existencia y calcúlense. 

 
---------- 

 
 La condición necesaria para que una función tenga un máximo o un mínimo rela-
tivo es que su derivada sea cero: 
 

( ) [ ] ππ ==⇒⇒==−= 21 ;;0,00;;0' xxEnxsenxsenxf  

 
 Para diferenciar los máximos de los mínimos recurrimos a la segunda derivada: 
 

( )
( )

( ) ( )






=⇒>=−−=−=

=⇒<−=−=
⇒−=

πππ xpararelativoMínimof

xpararelativoMáximof

xxf
011cos''

0010cos0''
cos''  

 
( ) ( )2,0.21110cos0 PMáxf ⇒⇒=+=+=  

 
( ) ( )1,.0111cos πππ QMínf ⇒⇒=+−=+=  
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2ª.- Dada la matriz 
















+=
543

012

21

a

a

P , determínense los valores reales de a para los cua-

les existe la matriz inversa de P. 
---------- 

 
 Una matriz tiene inversa cuando su determinante es distinto de cero: 
 

( )

Raaaa

aaaaaaaaaa

a

P

∉⇒
−±=−±==+−

=−+−=−−−=−+−++=+=

6

8010

6

18010010
;;015103

0151033315132013855

543

012

21

2

22

 

 
.RainversibleesPmatrizLa ∈∀  
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3ª.- Calcúlense las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la gráfica de la función  

( )
12

2

+
=

x

x
xf  en el punto x = 0. 

---------- 
 
 El punto de la curva por el cual se trazan la tangente y la normal es: 
 

  ( ) ( )0,00
1

0

10

0
0

2

2

Ofy ⇒==
+

== . 

 La pendiente a una función en un punto es valor de la derivada de la función en 
ese punto: 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) mfm

xf
x

x

x

xxx

x

xxxx
xf

===
+

==

=
+

=
+

−+=
+

−+=

0
1

0

10

0·2
0'

'
1

2

1

222

1

2·1·2
'

22

2222

33

22

22

 

 
 Sabiendo que la ecuación de la recta que pasa por un punto conocida la tangente 
viene dada por la fórmula ( )00 xxmyy −=− : 
 

( ) ( )XEjeyxygentecta 0;;0000:tanRe ==−=−  

 
 Sabiendo que la pendiente de la recta normal es la inversa y de signo contrario del 
valor de la pendiente, la recta normal es: 
 

( ) ( )YEjexxxynormalcta 0;;0;;0
0

1
0:Re =−=−−=−  
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4ª.- El triángulo ABC es rectángulo en A, siendo A(3, 0, -1), B(6, -4, 5) y C(5, 3, z). 
Calcúlese el valor de z y hállese el área del triángulo. 
 

---------- 
 
 Los vectores de origen A que determinan el triángulo son: 
 

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )1,3,21,0,3,3,5

6,4,31,0,35,4,6

+=−−=−==

−=−−−=−==

zzACACv

ABABu
 

 
 Para que los vectores sean perpendiculares su producto escalar tiene que ser 0: 
 
  ( ) ( ) 006661261,3,2·6,4,3· =⇒==++−=+−= zzzzvu  

 
 El área del triángulo es la mitad del área del paralelogramo que determinan los 
vectores que lo definen, o sea, la mitad del módulo del producto vectorial de los vecto-
res mencionados: 
 

 =++−=−−+++−=−= kjijikjki

kji

SABC 17922·
2

1
31881294·

2

1

132

643·
2

1  

 

( ) ABCSu =≅=++=++−= 2222 22'29854·
2

1
28981484·

2

1
17922·

2

1 . 
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