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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Criterios generales de evaluacion de la pruebaolServaran fundamentalmente los
siguientes aspectos: correcta utilizacion de lasceptos, definiciones y propiedades
relacionadas con la naturaleza de la situacionsguigata de resolver. Justificaciones
tedricas que se aporten para el desarrollo deetgmiestas. Claridad y coherencia en la
exposicidn. Precisidon en los calculos y en lasaiotes.

Datos o tablas (si ha lugar): Podra utilizarse ealauladora no programable y no grafi-
ca.

Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cadade ellas consta de dos proble-
mas y cuatro cuestiones. Cada problema tendra wmagzrion maxima de tres puntos,
y cada cuestion se puntuard, como maximo, con atop&l alumno deberd escoger
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las pragute la misma en el orden deseado.

PRUEBA A

PROBLEMAS

x+ay+z=2+a
1°) Sea a un parametro real. Se considera el sistgma)x + y + 2z=1. Se pide:
ax-y-z=1-a

a ) Discutir el sistema en funcion del valor de a.

b ) Resolver el sistema para a = 0.

c ) Resolver el sistema paraa = 1.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tpagsesntes:
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1 a 1 1 a 1 2+a
M=|l-a 1 2|y M=1l-a 1 2 1
a -1 -1 a -1 -1 1-a

El rango de M en funcion del parametrces el siguiente:

1 a 1

IM|=|1-a 1 2|=-1-(1-a)+2a’-a+2+a(l-a)=-1-1+a+2a’-a+2+a-a’=
a -1 -1

—at+a’=afl+a)=0 = a,=0;; a,=-1

Para{ 4 1} = RangoM = RangoM '=3=n° incégnitas = CompatibleDeterminado
a —

10 1 2
Para =0 = M'=|1 1 2 1|= {F,=F,+F,} = RangoM'=2
0 -1 -11

Para a=0 = RangoM =RangoM'=2<n° incognitas = Compatibleln deter minado

1 -1 1 1
Paraag=-1= M'=| 2 1 2 1|= RangoM'= {c,=C,} = {c,, C,, C} =
-1 -1 -1 2
1 -11
= |2 1 1/=2-2+1+1+1+4=7#0 = RangoM'=3
-1 -1 2

Para a=-1 = RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatille

b)

X+z2=2
Resolvemos para a = 0. El sistema resiitay + 2z=1.

-y-z=1

Despreciando una ecuacion, por ejemplo la segynparametrizando una de las
incognitas, por ejempla =41, resulta:

x=2-A
X+z=2 L
{ 1: Xx=2-A;; y=-1-41 = Soluciéon {y=-1-4 ; OAOR

z=A




, que es compatible deter-

X+y+2z=3
Resolvemos para a = 1. El sistema resijta2z=1
X-y-z=0
minado. Aplicando la Regla de Cramer:
3 1 1 13 1
11 2 01 2
10 -1 -1} -3-1+6+1_3_ |1 0 -1 -1+6-1_
o 1-(1+1) 2 _§=_X A
1 1 3
0 1 1
Lz 1 -10 _1-3+1_ 1
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2°) Hallar, de entre los puntos de la parabolacde@ony=x* -1, los que se encuen-

tran a distancia minima del punké— 2, —%)

A
\ Y / Sea B un punto de la parabola que
\ y=x2 -1 / cumple la condicion de estar lo mas pro-
ximo posible al punto dado A.

\ / El punto B por pertenecer a la cur-
\ \/ vay=x*-1es de la forma(x, x* -1).

3 La distancia entre los puntos Ay B
tiene que ser minima, por lo tanto, su de-

rivada tiene que ser nula.
\ mfetar e
./X\ o/1 2 X

2
:\/(x+2)2 +(x2 —%] :\/x2 +A4x+4+ X - X2 +%r :\/4x+4+ x* +%=%\/4X4 +16x+17=d

gol 16x° +16 4 +4

. = =0 = 4x*+4=0;; x*+1=0 :; x=-1
2 2ax* +16x+17 4x* +16x+17

Solamente un punto cumple la condicion.

El punto pedido es B(-1, 0)
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CUESTIONES

12) Sea A una matriz 3 x 3 de columnas@ y C; (en ese orden). Sea B la matriz de

columnas €+ G, 2G + 3G y G, (en ese orden). Calcular el determinante de Bien f
cion del de A.

A:(C1 C, Cs) ’ B:(Cl+C2 2C, +3C, Cz)
[B|=[C,+C, 2C,+3C; C,[=|C, 2C,+3C, C,|+|C, 2C,+3C, C,|=
=|C, 2C,+3C, C,|+0={vale cero por tener dos columnasigualeg=

:>|B|:|C o C |+|C . C |:O+|C €. C |:> Vale cero por tener dos
' P ' o ! o columnas proporciorales

cambia el signo por cambiar
=|B|=3-|C, C, C,|=-3:|C, C, cg|:>{ }:

dos columnasentre si
= [B|=-3-|A
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29) Hallar la distancia entre el punto A(2, 1, 4 yectar EXT_lz y+1=§.

Para una mejor comprension de la
formula de la distancia de un punto a una
recta se ilustra con el gréafico adjunto.

El vector director de la recta es el si-
guiente:v =(2 1 3).

Un punto de r es B(1, -1, 0).

Los puntos B y A determinan el vec-
tor w =BA.

w=BA=A-B=(21 4)-(1 -1 0)=(1 2 4).
El valor del area del paralelogramo&s‘ﬂ -d.

Sabiendo que el médulo del producto vectorialaewkctores es el area del para-
lelogramo que determinan, el valor del area tampigede expresarse de la forma si-

guiente:S=|v DW‘.

_ _ B o VoW
De las dos ultimas expresiones se ded‘u‘z#; d =‘ vOw ‘ = d= r‘
\'
Aplicando la formula al punto A(2, 1, 4) y a l&tar EXT_lz y+1:§:
i ] k
o 2 1 3
d(Ar)_‘VDW‘_ 1 2 4| _|4i+3j+4k-k-8-8j| |-2i-5j+3K|_
‘T[ V22 +1% + 32 N4+1+9 V14

AEF LS5 Jaizse 5[ 1919
- J14 - V14 J1ia Ve N7 J7 7

unidades= d(A, r)
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1-cosx
39) Estudiar la continuidad en R de la funcir)={ x  °
0 six=0

x£0

La funcion f(x) esta definida y es continua paralquier valor real de x, excepto
para x = 0 que es dudoso y, por ello, se estudanuacion.

M= Mg M LTEOSX P10 g
X -0 X-0 X-0 X 0O O
Para x=0={ = {L'Hopital} = im —senx_-0_ 0 —
f(0)=0
_, f(x)= fim f(x)=f(0) = f(x) es continua para x=0
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43) Calcular:l =

J-x(x+1

[yl e e e B e N T =

S 1=f[E+2h ) ax= [ dx- [ - dx=L| x| - L|x+1|+C=L| | +C =]
X Xx+1 X X+1 Xx+1
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PRUEBA B

PROBLEMAS

: : =1 =0 :
1°) Se consideran las rectas el sstem%y y ss{:_ . Se pide:

a ) Estudiar la posicién relativade ry s.
b ) Determinar la recta t que corta perpendiculatmary s.

c ) Hallar la distancia entre r y s.

a
) Las ecuaciones de las rectas r y s, dadas porgnasiones parameétricas son las
X=A x=0
siguientesr=qy=1 y s={y=A.
z=0 z=2

Un vector director de r es =(1, 1, 0) y uno de larecta s es =(0, 1, 0).

Como quiera que los vectores y v, son linealmente independientes, las rectas
ry s se cruzan o se cortan. Para diferenciarsel baremos lo siguiente: determinar un
tercer vector,w , que tenga como origen un punto de r, por ejem@ 1, 0) y por
extremo un punto de s, por ejemplo, B(O, 0, 2):

w=AB=B-A=(0,0 2)-(0 1 0)=(0, -1 2).

Si el rango dé? v, , W} es 3,ry s se cruzan y si el rango es 2, sercorta

—

0
0|=2#Z0=Rangode |v, , v, W]:B = Las rectasr y s se cruzan.
2

s !

b)
El procedimiento para hallar la ecuacion de laargoes el siguiente:

1.- Determinamos los planogs y 7n,, de la forma siguiente:

x y-1 z
nik v, , W)El 1 0:0;;2x—z—ﬂy—Q:0;;2x—z—2y+2:O;
0O -1 2



T =2x-2y-2+2=0

La recta t pedida es la que determinan los plasog 7, en su interseccion:

t

2x-2y-z+2=0
x=0

c)
La distancia entre las rectas r y s es la longieldsegmento que determinan los
puntos de corte de la recta t con cada una dedsssrr y s:

(= 2x—-2y-z+2=0 (= 2x—-2y-z+2=0
x=0 x=0
= A0, 1 0) ;; = Q(0, 1 2).
y=1 E— x=0 I
r = S=
z=0 z=2

d(r, s)=AQ=4(0-0)* +(1-1 +(2-0)*> =40+ 0+4 =2 unidades=d(r, )
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2°) Seaf(x)=2-x+Lx con xO(0, + ). Se pide:

a ) Determinar los intervalos de crecimiento y deiniento, los extremos relativos |,
los intervalos de concavidad y convexidad y latashs de f. Esbozar la grafica de f.

1

b ) Probar que existe un purrt[g, 1} tal que f(c)=0.

a ) Determinar los intervalos de crecimiento y deitniento, los extremos relativos ,
los intervalos de concavidad y convexidad y latasis de f. Esbozar la gréafica de f.

Teniendo en cuenta que el dominio de la funciémEg= (0, +«) y sabiendo

gue una funcion es creciente o decreciente cuamdtesvada es positiva 0 negativa,
respectivamente, los intervalos de crecimientogyaet@miento son los siguientes:

SN 1)

f'(x):—1+%:u = K g’) =

X 4 X
0 1-
NNy

X

F

2
RS

Creciente f'(x)>0 = (0, 1)

Decreciene: f'(x)<0 = (1, +w)

Para que existan maximos o minimos relativos essagio que se anule la prime-
ra derivada:

fl(x)zl;xx ’ f'(X):O = T:O - 1-x=0:: x=1

La condicion anterior es necesaria, pero no sufiej para diferenciar el maximo
del minimo relativo se recurre a la segunda deavadgun que sea positiva o negativa
para los valores que anulan la primera derivad@ase de un minimo o un maximo,
respectivamente.

f--(x):‘l'x‘x(j‘x)'1:‘X;3+X:‘X_§=f--(x) + f(x)<0, ox0D(f).

Para x = 1 la funcién tiene un maximo relativo.dste caso, por tratarse de una
funcidn continua en su dominio, el maximo es alisolu

f(1)=2-1+L1=1+0=1 = Maximo absoluta P(1, 1)




Una funcién es céncav@) o convexa(d) segln que la segunda derivada sec
negativa o positiva, respectivamente.

Como quiera qué"(x)<0, OxOD(f), la funcién es céncava en su dominio.

. lim lim : .
Slendox o f(x)= o (2-x+Lx)=2-0-0=-w, el eje de ordenadas es asin-

— —

tota vertical de la funcioén.

: . . lim lim
No tiene asintotas horizontales por ser  f(x)= (2-x+LX)=0-00 =
X — 00 X — 00
Indet Iim LXx Iim LXx 00 00
i = - = =-—=——==-00,
X—2 X=2 00
No tiene asintotas oblicuas por ser :
lim lim 2-x+ lim
m= M: u: (E—l+ﬂj:0—l+l:0_
. lim Lx
Nota: Téngase en cuenta cye —==1.
— 00 X

Con los datos anteriores se puede esbozar lag@ddif que es la siguiente:

A

XV

b)
La funcion f(x) es continua en su dominio, poitéao es en todos los puntos de
cualquier intervalo considerado que pertenezcataodiominio, y por lo tanto al inter-

valo consideradmm{ L 1]

e’



El Teorema de Bolzano, que dice que: “si una funtiés continua en un interva-
lo cerrado [a, b] y en los extremos de éste ton@mesmde distinto signo, entonces exis-
te al menos un valarC(a, b) tal quef(c)=0":

Lo tiii-2te=2-L40-2=-1 <0

e e e e e
f(X)=2-x+Lx =
f()=2-1+L1=1+0=1>0

En efectg DCD{%, 1} tal que f(c)=0, c.q. d.
e
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CUESTIONES

1%) Sea a un numero real. Discultir el sist@{ma o’ segun los valores de a.

Se trata de un sistema homogéneo de dos ecuatioeges con dos incognitas

. .. a 1
cuya matriz de coeficientes MS:(Z . 1].

El rango de M en funcion de a es el siguiente:

a 1
2 a-

[M|=

—ala-1-2=a?*-a-2=0.
R

1+/1+8 1+49 1+3
a= = = —

2 2 2

=2 ;; a,=-1.

az?2
Para { 4 1} = Rango M =2=n° incognitas = Compatible Determinado
a —

Solucién trivial: x=y =0

_ , t2x+ y=0 : :
Para a = 2 el sistema res 2&1 sy=0’ equivalente &x+ y=0, cuyas soluciones
X+y=
X=A
son: , OAOR.
y=-2A
. -X+y=0 . .

Para a = -1 el sistema resu t2a o’ equivalente ax-y=0, cuyas solucio-

x=A
nesson{ , OA0OR.
y=A1
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p X=2Z
2%) Hallar el seno del angulo formado por la rea%z 723 y el planon=x+y=2z.
y+z=

r

El anguloa que forman el plana y la recta r es el complementario del angulo
que forman un vectov director de r y un vecton , normal al planonu.

Para determinar un vector director de la rectexijpresamos por unas ecuacio-
nes parameétricas:

x=3-24
X=2
rz{z r7=3 = y=A = z=x=3-21 = r=:y=/ .
z= —
y z=3-24

Un vector director de r es=(- 2, 1, -2) y un vector normal det=x+y-z=0 es
n=(11 -1).

Sabiendo que el angulo que forman dos vectorelediece del concepto de pro-
ducto escalar:

\Y

V'F:‘V‘-‘F‘-Cosﬂ = cosﬁ:% *)
V][
cos f=sena = j : i = (21 -3-(11 -1 _ -2+1+2 _
‘VHH‘ JE22+12+ (27 12 +12 +(-1)7 VA+1+4-41+1+1
1 1

(D‘&'

=seng = aqa =arc. sengzlr’ 5 45'=¢g

“Jo-43 343
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lim e*-1-ax _

3%) Calcular los valores del numero real a sabiepo 0 . 8.
X - X
lim e*-1- 0 -1- - lim ax
e—12a><:8 p 871701710 et = {L'Hopital} = g ~a.

X -0 X 0 0O O X-0 2x

an -a _ . ||,m 2 qax 2 1 2
= -2-a_0 = Indet. = {L'Hopltal} = ac _a =2 -g ;; a’ =16 =

0 0 0 Xx-0 2 2 2
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43) Calcular: = jﬁ

I=I dx :j dx :J» dx :lj dx :{XT_lﬂ}j
Jo-(x-1° Hl(xgl” 5 /1(x31) 3 /1(x31) dx=3d
j\/fd% j —arcsent+C:arcsenXT_1+C:I
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