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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Indicaciones:

1.-Optatividad: El alumno debera escoger una dddasopciones, pudiendo desarrollar

los cuatro ejercicios de la misma en el orden qsee.

2.-Calculadora: Se permitird el uso de calculado@mprogramables (que no admitan

memoria para texto ni representaciones graficas).

Criterios generales de evaluacion de la pruebaotBervaran fundamentalmente los

siguientes aspectos: correcta utilizacion de laxeptos, definiciones y propiedades

relacionadas con la naturaleza de la situacionsguigata de resolver. Justificaciones
tedricas que se aporten para el desarrollo deefgmiestas. Claridad y coherencia en la
exposicion. Precision en los calculos y en lasaiotees. Deben figurar explicitamente

las operaciones no triviales, de modo que puedmmsgruirse la argumentacion légica

de los célculos.

OPCION A

1°) Dada la parébola:%xz, y la recta y = 9, hallar las dimensiones y ehatel rec-
tangulo de area maxima que tiene un lado en la selds otros dos vértices en la grafi-
ca de la parabola.

ty

c___ly=s B

La representacion grafica de la situacion es,
aproximadamente, la que indica la figura.

La base del rectangulo es (2x) y la altura es Iz
diferencia de las ordenadas de los puntos B y A; te
niendo en cuenta que las ordenadas de los pumos sc

2 2
B(x, 9) y A{x. X?j la altura es :9—%.

2

La superficie es=(2x) -(9—%) 22(27x— x).
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Para que la superficie sea maxima su derivada tjaa ser cero:

S'=§(27—3x2)= 20-x?)=2(x+3)(x-3)=0 = % =-3;; x, =3.

Para justificar el maximo recurrimos a la seguthel@vada:

S"=§(— 6x) = Para x=3 = S"(3)== -(-18)<0 = Méximo para x=3.

winN

El valor de la superficie pedida es:

5:2(27 .3-3%)= 2.(27-9)= 2-18=36u° =S
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29) Dada la funciént(x)=2*1, se pide:

a ) Hallar los intervalos de crecimiento y decreemto, los de concavidad y convexi-
dad y las asintotas.

b ) Calcular el area de la region limitada por fafiga de la funciérg(x)=¥, el eje

OXylasrectasx=2yx =4,

a)
Teniendo en cuenta que el dominio de la funcién(@és= R-{1}, los intervalos
de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

oy 1-(x=1)-(x+11_x-1-x-1_ -2 __,
£(x)= o e (x—l)z_f(X)

f'(x)<0, OxOD(f) = La funcién es decreciene en su dominio.

Los intervalos de concavidad y convexidad se estua través de la segunda de-
rivada:

wy_0+2.2.(x=0-1_ 4 _ .,
f (X)_ (X—1)4 _(X_1)3_f (X)

x<-1= f"(x)<0 = Céncava(n)= (-, 1)

x>-1= f"(x)>0 = Convexa(0)= (1, «)

Para que existan puntos de inflexion es condicgnesaria que la segunda deri-
vada sea cero.

4 5 =0 ;; xOR = Notiene puntosde inf lexion

(x-2°

Las asintotas de la funcidon son las siguientes:

f(x)= 4 5 fr(x)=0=

Horizontales: son los valores finitos que tomaulacfon cuando x tiende a valer
infinito; son de la forma y = k.

y:k: lim f(x)— lim X_+1: =

X — to0 _X—>10°X_1 ——

<

Verticales: son los valores de x que anulan el ohgmador: x-1=0 = x=1



Oblicuas: No tiene.

(Para que una funcion racional tenga asintotasuas es necesario que el grado
del numerador sea una unidad mayor que el graddeti@minador).

La representacion grafica, aproximada, de la imes la siguiente:

N2 S
(x) \
N\
N
_______________________ y=11\\->
. . 1}
\
\
b)
x+1

La funciéng(x)= f_ x-1_ X*1 tiene todas sus ordenadas positivas en el in-
X X X" =X

tervalo que determinan las rectas x = 2 y x = 4 Jpoual el area pedida es:

4 4 _ )
S:jg(x).dx:jX—-'-l.d)(:jX—-'-l_dX:> x+1 _ A B _ AX A+BX=(A+B)X A:>
2 2XZ_X 2X(X_1)

- X x-1 x(x-1) X(x-1)

N {A;le} —~ A=-1;;B=2 = s=i('_xl+xi_lj-dx:[zL(x—l)—Lx];‘{L(X;l)ZI:

—_ 2 — 2
B o ! :Lg—LE:L(%:%j:Lguz:L4'5u2DlSOuZ:s
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1 0 O

: 1 -3 5 12 3
3°) Dadas las matrices=|0 1 0/,C= y D= :
0 -1 m -2 4 -6 010

a) ¢Para qué valores de m exist® Para m = 1, calcular’B

b ) Param =1, hallar la matriz X tal qgxe B+C=D.

a)
Para gque una matriz tenga inversa es condiciéesaéa que su determinante sea
1 0 O

distinto de cergB|={0 1 0|=m.
0 -1 m

La matriz B tiene inversa para cualquier valor teaim distinto de cero.

1 0 O
Param=1e8=/0 1 O0].
0 -11

Para hallar la inversa de B utilizamos el métod&dass-Jordan:

={F, - F,+F}=>

L O O
o ok
o r O
L O O
o o
o R O
m O O
o ok
=)
R O O
U
©
N
I
o ok
R P O
= O O

b)
X -B+C=D;; X-B=D-C = Multiplicando por la derecha por'B

X-B-B*=(D-C)-B*;; X-1=(D-C)-B* = x=(D-C)-B™

0
0O 5 -2
Ol|l= .
2 -3 6
1

X=(D—C)-B’1=(1 2 3}_(1 -3 5]_

010 (-2 4 -6

o O B

=)

o O -

=)

= O O
1

0+0+0 0+5-2 0+0-2) (0 3 -2)_
2-0+0 0-3+6 0-0+6) |2 3 6 )
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Xx-y+z=1 X-2 y+1 z

4°) Se consideran las rectras{ yssZ S=3"--°

2x+y—-z=2 3 2 a

a ) Hallar el valor del parametsgpara que r y s sean perpendiculares.

b ) Hallar la recta t paralela a r y que pase ppueto de s cuya ordenada z es 0.

a)

Las rectas r y s son perpendiculares cuando loseavectores directores.

Un vector director de r es el producto veatale los vectores normales de los pla-

nos que la determinan, que son=(1, -1 1)y n, =(2 1, -1):

b)

man:

ik
v,'=n0On, =[1 -1 1|=i+2j+k+2k-i+j=3j+3k=(033) = v, =(0,11).
2 1 -1

Un vector director de s eg =(3 2, a).
v, -v,=0=(0113(32 a)=0+2+a=0;;2+a=0 = a=-2.

Las rectas r y s son perpendiculares cuanda se?.

Los puntos cuya ordenada z es 0 forman el ptamnp=0.
El punto P de corte de la recta s con el ptars la solucién del sistema que for-
SE——="——=— x—2=0

3: 2 a :>y+1=0}:>x=2;;y:—1:> P2, -1 0).

La recta t tiene como vector directorva=(0, 1, 1) y pasa por el puntg(2, -1, 0).

Su expresion dada, por ejemplo, por unas ecuacamgsuas €es:
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OPCION B

x?+bx+c si x<0
1°) Calcular b y ¢ sabiendo que la funcibfx)=< | (x+1) _ 0 es derivable en el
— S| X>

punto x = 0.

Para que una funcién sea derivable en un puntmmrdicion necesaria que sea
continua en ese punto.

Una funcién es continua en un punto cuando suselénior la izquierda y por la
derecha sean iguales, e igual al valor de la finerdese punto. La funcién f(x) es con-
tinua en su dominio, que &xf)= (-1, +»), excepto para x = 0, cuya continuidad es
dudosa y que comprobamos a continuacion.

1
(*) lim L{x+1)_L1_0 = Indeter. = {L'Hopital} = x+1 M1
X-0 X 0 O X-0 1 x-0x+1

:1':1
1 =

La funcion es continua para x = 0 cuando ¢ =dgendientemente del valor real
x> +bx+1 si x<0
de b. La funcién resulta(x)=1 | (x+1)

X

si x>0

Una funcion es derivable en un punto si, y sglexdsten la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese puatiegnas, son iguales.

. 2x+Db si x<0 f.(o_):E B
1= x—(§:(1)2|;§3<+1) () six>0 {f'(0+):—_% = b=

N xmL(x+D L Y (s
) al=tt o gt xce e




1

lim - im ~oia
= —I_2(x+ )0 = Indet {L'Hopital} = x+1__ 1
X-03x“+2x O X 06X+ 2 >

La funcion es derivable en x =0 parab = -Y% ylc =
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2
2°) Calcular la siguiente integrglix* -3x+ 2] - dx.
-1

La funcion f(x)=| x> -3x+2| corta al eje OX en los puntos de abscisa 1y 2.

x*—3x+2 si x<1
La funcién f(x) puede redefinirse de la formix)={-x?+3x-2 sil<x<2 y su
x> —3x+2 si x>2
representacion grafica es la indicada en la figura.

Yt f(x)=|x* -3x+2| /
De la observacion de la figura y la rede-
/ finicién de la funcion se deduce el area pedida,
/ que es la siguiente:
2
/ S=ﬂx2—3x+2‘-dx=
-1

= j(xz -3x+ 2)-dx+J2-(— X2 +3x— 2) cdx=
1

-1

> > 3 2 1 3 2 2
X RS SN R D SIS W
3 L3 2 T,
3 2 4\ )2 3 2 3 12
S 2 O I - P Y -SPAP W B - P
3 2 3 2 3 2 2

—1_§+2+1+§+2_§+6_4+1_§+2:_§_§+8::gt§:£§:ggu2D4&hﬁ:5
3 2 3 2 3 3 2 3 2

- 6 6
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3°) Discutir segun los valores del parametro &splver cuando sea posible el siguiente
Xx+z=1

sistema: y+(a-1)z=0
x+(a—1)y+ az=a

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagestes:

1 0 1 1 0 1 1
A=10 1 a-1fy A={0 1 a-10/|.
1 a-1 a 1 a-1 a a

El rango de A en funcion dees el siguiente:

1 0 1
|Al=j0 1 a-1 =a-1-(a-1 =a-1-(a2-2a+1)=a-1-a? +2a-1=-a’ +3a-2=0
1l a-1 a

a®-3a+2=0 : a=32% '9_8:31\/1=3i1 - a=1;az=2.
2 2 2 - =

azl . . ,
Para { 4 2} = Rango A=Rango A'=3=n°incog. = Compatible Determinado
a

1011
Paraa=1= A=|0 1 0 0|={C,=C,=C,} = RangoA=2
1 011

Para a=1 = Rango A= Rango A'=2<n° incognitas= CompatibleIindeterminado

1011 101
Paraa=2=|0 1 1 0|= RangoA ={C,,C,,C,} = |0 1 0/=2-120=
1122 112

= Rango A'=3

Para a=2 = RangoA=2 ;; Rango A'=3 = Incompatilte

azl :
Resolvemos par{aai 2} aplicando la Regla de Cramer:



1 O 1
0 1 a-1
a a-1 a|_a-a-(a-1?_-(a-1)

T @rz-2 -(a-2a-2) -(a-2)

11 1
0 0 a-1
|1 a a|_a-1-ala-1)_ (a-1)(1-a) _a-1

Yo @ vz-2 -(a-1a-2) -(a-1a-2) a-2 ’

1 0 1
0 1 0
|1 a-1a_ a1 _ 1

Z_—a?+3a—2_—(a—D@fZ)__a—ZZZ

x+z=1
Resolvemos ahora pasa= 1. El sistema resulta sey=0 , equivalente al sis-
Xx+z=1
X+z=1 . .
tema{ o Parametrizando la variable 2=
y:

1-A
, UAOR

X
Solucion < y=0
z=A
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x-1 z-1 ={2x—y=0

4°) Dadas las recta§_7=y:— y t= 2y-224" se pide hallar la perpendicular

comun a s y ty la distancia entra ambas.

En primer lugar vamos a determinar la recta ppgraticular comun a las rectas
dadas, para lo cual nos guiamos por el siguierdtiecgr

S

Determinamos un punto y un vector director de cadade las rectas dadas, para
lo cual expresamos la recta t por unas ecuacicrasnetricas:

X=A
2x-y=0
tE{ Xy => X=A=>y= 5 Z=—4+2y=-4+41=72 = t=y=24
2y-z=4 T T —
z=-4+4)
Un punto y un vector director de s saf1 0,1) y v, =(3 1 2).
Un punto y un vector director de t s@{o, 0, -4) y v, =(1, 2, 4).

Un vector w , perpendicular &, y v, es cualquiera que sea linealmente depen
diente de su producto vectorial:

=4i +2j+6k—k-4i-12j =-10j +5k = w=(0, -2, 1).

2
I
<
O
</
I
P oW -
N P —
AN X



5(x-1)-6(z-1)-3y=0 ;; 5x-5-62z+6-3y=0 = 7, =5x—3y—6z+1=0

X y z+4
nz(B; v, W)E 1 2 4 |=0; 2x-2(z+4)+8x-y=0 = 71,=10x-y-2z-8=0
0 -2 1

La recta pedida p, es la que determinan los planog n, en su interseccion:

5x-3y—-6z+1=0
10x-y-2z-8=0

Para determinar la distancia entre las rectasdeterminamos los puntos M y N:

El punto M es la interseccion de la recta s Yat@n,:

m,=10x-y-2z-8=0
Xx=1+3/
x—1 z-1 = 10(1+31)-A-2(1+21)-8=0;;
S= =y= = s=1y=A1

z=1+21

10+30A-A-2-41-8=0;;25/=0;; A=0 = M(1, 0, 1) (Coincide con A)
El punto N es la interseccion de la recta t yi@hp 7, :
7T, =5Xx—-3y—-6z+1=0

2x-y=0 » x=1y =5-(y)-3y-6(-4+2y)+1=0;; 5y-6y-12(-4+2y)+2=0;;
2y-z=4 - z=-4+2y

t

—y+48-24y+2=0;,50=25y ;; y=2 x=1;;z=0 = N(1 2 0)

d(s, t)=MN =/(1-1)* +(2-0) +(0-1) =0+ 4+1=+/5 unidades d(s, 1)
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