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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Indicaciones:

1.-Optatividad: El alumno debera escoger una dddasopciones, pudiendo desarrollar

los cuatro ejercicios de la misma en el orden qsee.

2.-Calculadora: Se permitird el uso de calculado@mprogramables (que no admitan

memoria para texto ni representaciones graficas).

Criterios generales de evaluacion de la pruebaotBervaran fundamentalmente los

siguientes aspectos: correcta utilizacion de laxeptos, definiciones y propiedades

relacionadas con la naturaleza de la situacionsguigata de resolver. Justificaciones
tedricas que se aporten para el desarrollo deefgmiestas. Claridad y coherencia en la
exposicion. Precision en los calculos y en lasaiotees. Deben figurar explicitamente

las operaciones no triviales, de modo que puedmmstruirse la argumentacion légica

de los célculos.

OPCION A

1°) a ) Dadas las funcione$x)=Lx y g(x)=1-2x, hallar el area del recinto plano limi-
tado por las rectas x = 1, x = 2 y las graficafxley g(x).

b ) Dar un ejemplo de funcidn continua en un pyngoie no sea derivable en él.

YA
a)

Lx La representacion grafica de la situacion se sgyre
_— aproximadamente, en el dibujo adjunto.

> Por ser las ordenadas de f(x) iguales o mayores gu
X las correspondientes ordenadas de g(x) en el altede la
| — 2% superficie a calcular, el area pedida es la sigeien

S:Jz'[f(x)—g(x)] : dx=T[Lx—(1—2x)] : dx:f(Lx—1+2x) -dx (%)

1
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Teniendo en cuenta que la integral indefinida xles:

_ 1
I=J'Lx-dx:>{ju-dvzu-v—jv-du}: u—andu—;dx = | =Lx-x—'[x-%dx:

dv=dx - v=X

=Lx- x—jdx: Lx - x—x=x(Lx-1)=1

Teniendo en cuenta lo anterior y sustituyendoagoren (*) resulta:

2 2
S={X(LX—1)—X+2)2( } =[xLx—x—x+x2]12 :[xLx—2x+x2]f =[x(Lx-2+x)]? =

1

=[2-(L2-2+2)]-[1- (L1-2+1)]=2L2+1=(L4+1)u? 0 239U =S
[2-( N-[2- ( ) (L4+1)

b)
Un ejemplo de funcién continua en un punto y qoiesen derivable en ese punto
es f(x)=|x| en el punto de abscisa x = 0.

A

fx)=|x] 1Y

o) e

Como puede apreciarse, las derivadas por la imtpuiepor la derecha para x =0
son -1y 1, respectivamente.
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2°) a ) Si el término independiente de un polinoM(g) es -5 y el valor que toma P(X)
para X = 3 es 7, ¢,se puede asegurar que P(x) torame2 en algun punto del intervalo
[0, 3]? Razonar la respuesta y enunciar los resultaddsde que se utilicen.

- dx.

b)) Calcular| C‘S’;X

1+ serf x

a)
Teniendo en cuenta que una funcidn polindmicaoesiraia en su dominio, que
es R, la representacion grafica de P(x) cumpledasiciones anteriores.

Siendo P(0) = -5 y P(3) = 7, implica necesariameqtie en el intervalfo, 3| la
representacion grafica de P(x) toma todos los galogales comprendidos entre -5y 7,
segun el teorema del valor intermedio (que es @merglizacion del teorema de Bol-
zano), que dice:

“Si una funcion es continua en un interv@dpb] y siendo f(a) < f(b), entonces
para cada u tal que f(a) < u < f(b), existe un valdentro de (a, b) tal quéc)=u”. La
misma conclusion para el caso de ser f(a) > f(b).

b)

COSX senx=t dt
| = CdX = = | = =zarctagt+C =arctag |senx)+C
J.1+serfx {cosx-dx=dt} J-1+t2 J g (sen
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3% a ) Sea B una matriz cuadrada de tamafio 3ue ¥eyifica que B= 16 |, siendo | la
matriz unidad. Calcular el determinante de B.

: . ., (0 1 001
b ) Hallar todas las matrices X que satlsfacem:llmelon(O ZJ-X:(O 0 2].

a)
Teniendo en cuenta que el determinante de un ptodie matrices es el produc-
to de los determinantes:

16 0 0
|B2|=|B-B|=|B|-|B|=(B[f =|16-1|=| 0 16 0|=16"=(2*] =22 = |B|=+/2% =2" =64
0 0 16
|B|=64

b)
Sabiendo que el producto de matrices es posildler® las dimensiones que se
indican: A, - Bin.o =C la matriz X tiene dimension 2 x 3. Por otra péatenatriz

nxz) mxz)?

01 . . . .
(0 2] no es inversible por ser nulo su determinantgyagsello que solucionamos el

ejercicio de la forma siguiente:
e f
0 1)\ (a b c¢c) (0 0 1 d e f 0 01
- = " = = d=e=0;, f=1.
0 2/)\d e f) (00 2 2d 2 2f) (0 0 2 —

ab c
X = , Oa, b, cOR
(O 0 1}

Sea la matrizx:(zl1 b CJ.

H
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x-y+az=0

cona e R, yelplanon=x+y+z-2=0.
ay-z=4 ye y

4°) Se considera la rec:t&{

a ) Hallar los valores depara los que r es paralela.a
b ) Paran = 2, hallar la distancia de rma

c ) Parax = 1, hallar la distancia de rma

a)
Para que la recta r sea paralela al ptars necesario que el vectordirector de
r sea perpendicular al vector normal del planque esn =(1, 1, 1).

El vectorv director de r es cualquier vector que sea linealendependiente del
producto vectorial de los vectores normales deplasos que la determinan, que son

n=@L-1a)yn =(0a -1):

i ]k
v=n0n, =1 -1 a|=i+ak-a%+]j :(1—a2)+j+ak=(1—a2,], a):v.
0 a -1

1148 _1+49 _
2

v.n=0= (1—32,1 a) (11,1)=0;1-a*+1+a=0;; a®-a-2=0;; a= ;

+
=1§§:>q=—1;a2:2

La recta r es paralela al plangarao = -1 y paray = 2.

b)
Parao = 2 la recta y el plano son paralelos, por lo claatlistancia de la recta al
plano es la misma que la distancia de cualquietopdm la recta al plano.

X-y+2z=0

2y-2=4 y uno de sus puntos es P(2, 2, 0).

Parao = 2 la recta es s{

Sabiendo que la distancia del purRdx,, y,) al plano genérico de ecuacion

Ax, +By +Cz +D .
:| % T EY Y% |; aplicandola al punto
\/AZ + B2 +C2

n=Ax+By+Cz+D=0 es d(P, n)

P(2 2 0) yal planon=x+y+z-2=0, es:



Al M=l M) e T

:|1.2+1.2+1-0_2|: |2| —i:z—funidadeSﬂi(r, 77)

c)
Parao = 1 la recta es secante al plano, por lo cualstarttia es cero.

Parao = -1 la distancia de rmaes cero.

El punto de corte es la solucion del sistema queda.

Xx-y+z=0

Parao = 1 la recta es s{
y—-z=4

T=EX+y+z-2=0| x+y+z=2| x+y+z=2

r={x—y+z:O X—y+z=0; —x+y-z=0; = de P y segunda= 2y=2;; y=1

y—-z=4 y—-z=4 y—z=4
y—z=4;,1-z=4;;,z2=-3;; X-y+z=0;; x=y—-z=1+3=4=X :>Q@Ll-—@
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OPCION B

1°) Se desea construir una caja cerrada de badeadaacon una capacidad de 270.cm
Para la tapa y la superficie lateral se usa unnabfgue cuesta 5 euros/ém para la
base un material un 50 % mas caro. Hallar las diinaes de la caja para que el coste
sea minimo.

La superficie lateral y la tapa tienen la sigueent
superficie:S = x> +4xh.

I
I

|
~——rr--z La superficie de la base 8s=x*.

z El coste del material es el siguiente:

C=S -5+S, -75=(x? +4xh) -5+ x? - 75=5x% + 20xh+ 75x* = 125x* + 20xh=C

Para expresar el coste en funcidn de una solgmitettenemos en cuenta el dato
conocido del volumen:

270

V =x?-h=270cm® = h==. Sustituyendo este valor en el precio:
X

270

3
C= 12‘5)(2 +20xh= 12-5)(2 +20x - e — 12.5)(2 + 5400: 125x° + 5400:
X

X X

C.

Para que el coste sea minimo, su derivada tiemsejucero:

_ 375x% - x—(125x° +5400) -1 _ 375x° - 125x® ~5400_ 25x° ~5400

c & - - =0 = 25x®-5400=0 :;
X X X
x*-216=0:: xX*=6°> = x=6 = h=%):%)=7'5:h

Para justificar que el coste minimo para x = @inémos a la segunda derivada:

_75x° - X* - (25x* ~5400) - 2x _ 75x° - (50x° ~10800 _ 25x° +10800_
- - = 25 +10800_

CII
x* x3 X

Cll

_25 .6° +10800

cr(e)=20

>0 = Minima como queriamos justificar.

Las dimensiones de la caja son 6 cm del lado Hada y 7’5 cm de altura.
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e lim +a)®®  Ilim x2 -3
2°) Hallar el valor de para que se verifique que (ZX aj = XX
X — +oo| 2x-1 X - 0 serf x
lim x*-x*_0-0 lim  2x-3x* _ lim 2x-3x* _

__:g = Indeter. = {L'Hopital} =

X - 0 serf x 0 x_>023enx-cosx_x_>0sen(2x)_

lim  2-6x _
X-0 2003(2x) 2

= Indeter. = {L'Hopital} =

lim (2x+a\" lim (2x+a\" _
=1= =1" = Indeter. = {Tipo n° ¢ =
X — ool 2x-1 X - +ool 2x-1
lim (2x-1+1+a)" Ilim 2x-1, 1+a ** im AL xs
= - = = =
X — +00 2x-1 X > +oo{ 2x-1 2x-1 X — o0 2x-1
1+
(xeg). 2L 2179 55
1+a 2x-1 1+a
, , li
lim 1 lim |, 1 e
= = = =
X — 400 2x-1 X _ 400 2x-1
1+a 1+a
lim  (x+5)(1+a) lim  x+ax+5+5a lim  x(1+a }+5+5a T+a 1+a
=gt B Zgiet L g™ 2 —e?2 2] =0;;1+a=0;;a=-1
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2x-y+az=1+a
39) Consideramos el sistema de ecuaciones lineadeay+z=1
X+y+3z=a

a ) Discutir el sistema para los distintos valatelsparametra.
b ) Resolver el sistema parar 1.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tagesites:

2 -1 «a 2 -1 a 1l+a
A=|1 -a 1|y A=|1 -a 1 1
1 1 3 1 1 3 a

El rango de A en funcion dees el siguiente:

2 -1 «a
|Al=|1 -a 1|=-6a+a-1+a’-2+3=a’-5a=0;; aa-5=0= a =0;; a,=5.
1 1 3

az0
Para {a;t 5} = Rango A= Rango A=3=n°incog. = Compatible Determinado

2 -1 01 2 -11
Paraa=0= A=|1 0 1 1|= RangoA ={C,C,, C}=1|1 0 1|=
11 31 11 1

=1-1-2+1=-1#20 = RangoA'=3.

2 -1 56 2 -1 6
Paraa=5= A=|1 -5 1 1|= RangoA' ={C,C,, C}=|1 -5 1|=
1 1 35 1 1 5

=-50+6-1+30-2+5=41-53=-12#0 = RangoA'=3

a=0 .
Para{ _5} = RangoA=2 ;; Rango A'=3 = Incompatilbe




b)

2X-y+z=2
Paraa = 1 es{x-y+z=1 , que es compatible determinado. Resolviendo por I
X+y+3z=1
regla de Cramer:
2 -1 1
1 -1 1
|1 1 3] -6+1-1+1-2+3 -4
X = = =—=1=X
1-(1-5) -4 -4 =
2 21
111
1 1 3] _6+1+2-1-2-6_ 0 _
X = = =—=0=y
-4 -4 -4 ==
2 -1 2
1 -1 1
1 1 1
g=l= 2 20 g, = {c, =c;}
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4°) Dados el punto P(1, 1, -1) y la rectax:%6:z—3 y el planon=6x+6z-12=0,

se pide:

a ) Hallar el punto simétrico de P respecto deipia

b ) Hallar los puntos Q de r que dist% unidades de longitud de
a)
El planor puede expresarse de forma simplificada como+z-2=0.

Un vector normal al plana es el siguien-
P(1,1,-1) te: n=(1 0 1).

71 La recta s es la que pasa por el punto Py e
M perpendicular al planm tiene como vector direc-

tor al vector n=(1,0,1) normal del plano; su
ecuacién por unas ecuaciones paramétricas es

X=1+A
P'(X, Y, 2) siguiente:s={y=1
S z=-1+/

El punto M, interseccion del plamo con la recta s, tiene que satisfacer las ecua
ciones de ambos, por lo cual:

mT=EX+z2-2=0
X=1+A
y=1
z=-1+A

= (1+A)+(-1+1)-2=0;;141-141-2=0;; 24-2=0;; A1=1=

(2}
1]

X=1+1=2
= y=1 = M(2 1 0)
z=-1+1=0

Para que P’ sea el punto simétrico de Rregpecto az, tiene que cumplirse que:

PM=QP' = Q-P=P-Q;; (21 0)-(11 -1)=(x v, 2)-(2 1 0);;

(1L 0,2)=(x-2 y-1 z-0) = {y-1=0 » y=1} = P(311)




b)
En primer lugar, vamos a encontrar dos plangsn,, paralelos & y que disten

1 )

—— unidades de.

J2
Los planosr; y m; tiene por ecuaciones = x+z+D, =0 Y 7, =x+z+D, =0.
Sabiendo que la distancia entre dos planos pasaleéne dada por la férmula

D,-D . : . :
d(rz, )= [0, Dy , la distancia entre los planesy =, tiene que ser— unidades:
VA2 +B2+C? V2

d(r, 7)== D-(-2) _|o+2) :>|D+2|:1:>{

2 Jr+0t+ 2

D,+2=1 -~ D, =-1
-D,-2=1 - D,=-3’

Los planos buscados san= x+z-1=0 Yy 7, =x+2z-3=0.

Los puntos Q de la recta r pedidos son las intersees de la recta r con los pla-
nosm =x+z-1=0Y m, =x+z-3=0, respectivamente.

m=x+z-1=0

m=x+z-1=0 =1
y+6 = A+3+A-1=0;;21+2=0;; A=-1=
r=x= 2 =z-3| r=y=-6+44 M—
z=3+/A
x=-1
= |y=-6+4:(-1)=-10; = Q(-1 -10 2).
z=3-1=2
7 =Xx+z-3=0
X=A x=0
r= y=—6+4/1 :>/1—3+A+3:0;;2A:O;;A:O: y:—6 :QZ(O,_6,3).
z=3

z=3+1
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