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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Indicaciones:

1.-Optatividad: El alumno debera escoger una dddasopciones, pudiendo desarrollar
los cuatro ejercicios de la misma en el orden qsee.

2.-Calculadora: Se permitird el uso de calculado@mprogramables (que no admitan

memoria para texto ni representaciones graficas).

Criterios generales de evaluacion de la pruebaolBervaran fundamentalmente los

siguientes aspectos: correcta utilizacion de laxeptos, definiciones y propiedades

relacionadas con la naturaleza de la situacionsguigata de resolver. Justificaciones
tedricas que se aporten para el desarrollo deefgmiestas. Claridad y coherencia en la
exposicion. Precision en los calculos y en lasaiotees. Deben figurar explicitamente

las operaciones no triviales, de modo que puedmmstruirse la argumentacion légica

de los célculos.

OPCION A
1°) Seaf(t)= 1.
1+e'’
_ [im M
a ) Calcularf (t)- dt. b) Seag(x)=| f(t) dt.CaIcuIar)HO -
a)
et:XZ
-1 . - L2 gx=2. [ 2.
jf(t)-dt—J':Het dt = 3 t=2Lx :j1+x2 < dx ij dx =
dt=2.dx
A+C=0
1 _Ax+B  C _ AX+Bx+C+Cx _ _
= = = ¢B=0 = A=-1=
x1+x?) 14X x x(1+x?) co1

_ -x 1 _ X 1 _ _
:If(t)-dt—Zj(l+X2+;j-dx-—2jl+x2-dx+2j;-dx——2M +2Lx=[f(t) -dt. (*)
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L+ =u 1,1 1 1
M=J- Xz-dx:> 2xdx=du :>—j—-du:—Lu:—L(1+x2):M.
1+x o 2’ u 22
xdx=3-du

Sustituyendo en (*) el valor obtenido de M, result

2

[£): dt:—Z-%L(1+ X?)+2Lx+C = Llfxz

+C . Deshaciendo el cambio de variable:

jf(t)-dt:Lle

Otra forma de resolver este apartado es la sitgiien

e =u
11 1
f(t)-dt= t t= : =[——-
[f(t)-d j1+e .dt = { e dt=du :>j1+u - dx ju(1+u) du =
dt=:=-du
1 _A_ B _A+Au+Bu_(A+Blu+A  [A+B=0 _
+ = = B=-1=
u(1+u) u 1+u (1+u) u(1+u) A=1 -
:jf(t)-dt I(u 1+uj du= j— du- j— du=L|u|-L|1+u[+C= L1+u +C.
t
Deshaciendo el cambio de variabfe(t) - dt = Llfe‘ +C.
b)
_px B et X_ ex ~ e0 B ex B B ex A ex B
g(x)—jof(t)dt—{Ll_FetL—Ll_Fex il Sl S S O—L1+ex—g(x).
L&
o) lim Tpie _ lim Le-Lfiret)_ lim x-Lfi+e’) _0-L1_0_
X-0 x x-0 X X-0 X X-0 X 0 0

X

_ e
lim 1+ex _q- 1 _1-
X-0 1 1+1

= Indet = {L'Hopital} =
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2°) Dada la funcién(x) = j‘i

, Se pide:

a ) Hallara para que la pendiente de la recta tangente at@diuen x = 0 valga 2.
b ) Paran = 1, estudiar el crecimiento, decrecimiento y@&xios relativos.

c ) Parax = 1, hallar sus asintotas.

a)

La pendiente a una funcidén en un punto es el \wida derivada en ese punto.

(x)= 2ae” - (1+ x)z—ae2x 1_2ae” -(2+22x—1) _ 2a¢” -(2Z<+1) - f(x).

(1+ x) (1+ x) (1+ x)
m= f'(O):Z_L(O-'_]')_E_a_Z
(1+O)2 1 —

b)

Parao = 1 la funcién esf(x)=-> : y f'(x):szjl).

1+x (1+x)

f'(x) es mayor o menor que cero segln que lo sea las&p(2x+1).

Teniendo en cuenta que el dominio de la funciémE@g= R-{-1, los periodos
de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

X<-1 = f'(x)<0 = Decrecimi@to: (—oo, —1)5(_]_ _%)

x>-1= f'(x)>0 = Crecimieno: (—%, +°°)

=0;; 2x+1=0;;, x=-

N

) 1 ., ) )
Teniendo en cuenta que para—E la funcion pasa de ser decreciente a crecien

te, la funcién tiene un minimo relativo para eslewvalo obstante, lo vamos a justificar
mediante la segunda derivada, que tiene que skivpgsara ese valor de x.



o=l xe)-e G fe)-e foxs § 2.x) 1
@y

e -(4x+2+2) - (1+x)-2e" - (2x+1) _ e - (4x+ 4) - (1+x) - 26 - (2x+1) _
(1+ x)3 (1+ X)3

_26™ (2x+2)1+x) =26 -(2x+1) | 26" -(2x+2x +2+2x-2x-1) 26 (2 +2x+1) _ (4
(1+x)° (1+x)°

=y
+
X

N

@

=2>0 = Minimo, cg.

Minimo relativo: P(—l, Zj
2 e

c)
er

Parao = 1 la funcién esf(x)=
1+x

y sus asintotas son las siguientes:

Horizontales: son los valores finitos que tomaulacfon cuando x tiende a infini-
to; son de la forma y = k.

[im [im 2x ° _ [im 2X
y=k= f(x)= € =C =2 Indet = {L'Hopital} = 2 s
X — 00 X->0l+X o oo X >0 1

= La funcidn f(x) no tiene asintotas horizontales.

Verticales: son los valores de x que anulan ebohemador.

1+x=0 = Larecta x = -1 es asintota vertical.

Oblicuas: son de la forma=mx+n, siendo:

2X

e
lim  f(x [im [im e 0o .
m= )2 1+X - - =— = Indet = {L'Hopital} =
X - 0 X X -5 © X X - 00 X"+X [ofe]
lim 2e* lim 4e*

=2 = Indet = {L'Hopital} = == No hay asintotas oblicuas.

X - 00 2X+1 oo X — 00
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ax+ y+z=(a—1)(a+ 2)

3°) Se considera el sistema de ecuacioresy+z=(a-1f(a+2).

x+y+az=(a-1’(a+2)

a ) Discutir el sistema segun los valores del patém.

b ) Resolver el sistema paras 1.

c ) Resolver el sistema pata -2.

a)

a 11 al1 (a-1a+2
A=[1 a 1|y A=[1 a 1 (a-1?(a+2)
11 a 11 a (a-1°(a+2)

El rango de A en funcioén del parameires el siguiente:

al1
|A|=|1 a 1|=a’+l+l-a-a-a=a’-3a+2=0. Resolviendo por Ruffini:
11 a
1 0 -3 2
1 1 1 -2
1 1 -2 0
1 1 2
1 2 0
-2 -2
1 0

Las raices diferentes saej=1y a, =-2.

azl . . .
Para {a# 2} = RangoA=RangoA'=3=n° incog = Compatibledeterminado

111 1110
Paraa=l1esA={1 1 1| A=|1 1 1 0| = RangoA=RangoA=1
111 1110

Para a=1= RangoA=RangoA'=1<n° inc6g = Compatibleindeterminado
(dos grados de libertad)




-2 1 1 -2 1 10
Paraa=-2esA=1 -2 1 |yA=|1 -2 1 0|=RangoA=RangoA'=2.
1 1 -2 1 1 -20

Para a=-2= RangoA=RangoA'=2<n° incog = Compatibleindeterminado

(un grado de libertad)

b)
Xx+y+z=0
Paraa = 1 el sistema resultax+y+z=0, equivalente a la ecuaci¢r+y+z=0.
Xx+y+z=0
Como tenemos una ecuacion con tres incégnitasmeneos parametros; la so-
lucion es:

Z=-A-u
c)
-2X+y+z=0
Parao = -2 el sistema resultax-2y+z=0 . Despreciando una de las ecuacio-
X+y—-2z=0

. . g—2y+z=0_ : : )
nes, por ejemplo la primera, res a 970" haciendo, por ejemplo=A:
X+y-2z=

-2y=-A|] -x+2y=A1
Xy X*ey =3y=31;;, y=A4;, x+ty=24 5 x=A41.
X+y=2A X+y=2A — —
X=A
Solucion sy=A, OAOR
z=A
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4% Se consideran las rectasX =¥ ==2"°y g=X"2_Y _ 272
1 -2 2 3 1 -1

a ) Justificar razonadamente que ambas rectasizancr

b ) Hallar la perpendicular comin y que corta allas rectas.

a)
Un vector director de r es =(1, -2, 2) y uno de la recta s es=(3 1, -1).

Como quiera que los vectoresy v son linealmente independientes, las rectas |
y S se cruzan o se cortan. Para diferenciar el lscasamos lo siguiente: determinamos
un tercer vectora , que tenga como origen un punto de r, por ejeraflo 1, 3), y por
extremo un punto de s, por ejemplo, B(2, 0, -1):

a=AB=B-A=(2 0 -1)-(0 1 3)=(2 -1, -4).

Si el rango déﬂ, v, Z{} es 3, ry s se cruzan y si el rango es 2, sercorta

1 -2 2
3 1 -1/=-4-6+4-4-1-24=-35#0 = Rangode [U, v, al=3.
2 -1 -4

Las rectasr Yy sse cruzan

(como teniamos que justificar)

b)
En primer lugar vamos a determinar la recta ppgraticular comun a las rectas
dadas, para lo cual nos guiamos por el siguierdtiecgr

Consideramos un punto y un vector director de cexdade las rectas dadas, que



ya conocemos.

Un vector w, perpendicular ai y v es cualquiera que sea linealmente depen
diente de su producto vectorial:

i j Ok
W=uOv=|1 -2 2|=2i+4j+k+4k-2i+]=5j+5k = w=(0,1 1).
2 1 -1

Ahora determinamos los planas y n,, de la forma siguiente:

x y-1 z-3
77'1(A; u, W)E 1 -2 2 |=0;; -2x+(z-3)-2x-(y-1)=0;;
0 1 1

—4x+z-3-y+1=0 = n,=4x+y-z+2=0.

Xx-2 y z+1
nZ(B; v, W)E 3 1 -1|=0;; (x—2)+3(z+1)+(x—2)—3y=0 5
0O 1 1

2(x-2)-3y+3(z+1)=0;; 2x-4-3y+3z+3=0 = 71, =2x-3y+3z-1=0.

La recta pedida p, es la que determinan los plangsn, en su interseccion:

_|4x+y-z+2=0
" |2x-3y+3z-1=0

*kkkkkkkkk



OPCION B

1°) a) Calc:ulaleJr3 dx

b ) Calcular los valores del parametrpara que las tangentes a la grafica de la funcio
f(x)=ax +2x* +3 en los puntos de abscisas x = 1y x = -1 searepdiqulares.

a)
j____l____.dX. XZ*'ZX*'3::O . X::_'Zi?v4"12::>x R.
X°+2Xx+3 2 AR
J‘z;'dxzf%-dxzf—lz .dx:lj'—l2 Cdx =
X°+2Xx+3 X°+2X+1+2 (x+1) +2 2 (XJ’lj .
RA—
V2
xX+1
_:t
= 142 :>%jtz—il-ﬁdtzg-arctagHC:%-arctag—)i/%1+C.
dx=~/2dt
I_z__l____ .dx:::@g. an:taglz;t}+_c
X°+2x+3 2 NE
b)

Para resolver este apartado tenemos que recarsl@odas:
12.- La pendiente a una funcién en un punto ealel de la derivada en ese punto.

228.- Dos rectas perpendiculares tienen sus pergdientersas y con signo contrario.
m = f'(1)=3a+4 .,

f'(x)=3ax +4x = = Sa+d=_— ) (3a+4)3a-4)=-1;
m, = f'(-1)=3a-4

9a’-16=-1;:9a’°=15:;3a’°=5:; a’= g a= \f:al——,,az——ﬂ
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2°) Se considera la funcién(x)=e* + Lx, x00(0, ») donde L denota el logaritmo nepe-
riano.

a ) Estudiar la monotonia y las asintotas de f(x).

b ) Demuestra que la ecuaciofe*-1=0 tiene una unica solucién c en el intervalo
[0, 1].

¢ ) Deducir que f presenta un punto de inflexiort elBsbozar la grafica de f.

a)

f'(x):ex+%:o>0, Ox0(0, +oo).

La funcion f(x) es monoétona creciente en su dominio

—

. . . lim lim
No tiene asintotas horizontales por ser  f(x)= (€ + LX) =+00.,

lim l[im
f(x)= e +Lx)=1-00=—00,
g f0= @+ =lmo=o

-

La recta x = 0 es asintota vertical de f(x).

Las asintotas oblicuas son de la forma y = mxsiamdo:

[im [im X + :
m= f(x) - €+LX_® _ ndet = {L'Hopital} =
X — +o0o X X - +oo X ©

x 1
im €%, lim ( 1}
= = e +—|=0+0=00,

X400 1 X o+ X

f(x) no tiene asintotas oblicuas.

b)
Demostrar que la ecuaciéfe* -1=0 tiene una Unica solucion c en el intervalo
[0, 1] es equivalente a demostrar que la funaif) = x’e* -1 se anula una sola vez en el

intervalo anterior.

La funcién g(x)= ¥e* -1 es continua y derivable en su dominio, que esoR|@
cual le es aplicable el teorema de Bolzano en awalintervalo finito que se considere.

El teorema de Bolzano se puede enunciar de lgesiguforma: “Si una funcién g
es continua en un intervalo cerrado [a, b] y erekisemos de éste toma valores de dis-



tinto signo, entonces existe al menos un valofa, b) tal queg(c)=0".
g(0)=0-1=-1<0 ;; g()=e-1>0.

Vamos a probar que la solucion es Unica. Si laifuntuviera al menos otra raiz
real X =A en el intervalo considerado, indicaria que) g{( 0, con lo cual se podria apli-
car a la funciéon g(x) el Teorema de Rolle, tenieada@uenta que la funcion es, ademas
de continua, derivable en el intervalo considerado.

El teorema de Rolle se puede enunciar diciendog(®i es una funcion continua
en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b) yeicemple que g(a) = g(b), existe al menos
un puntoc(a, b) tal que g’(x) = 0”.

g'(x)=2xe* + ¥e* =xe(2-x)=0 = x, =0 ;; x, =2. Como se aprecia, ninguna de

las raices pertenece al intervalo (0, 1), lo cigadiica que no existe el valaren el in-
tervalo considerado y, en consecuencia:

La ecuacion 3 — 1 = 0 tiene una Unica solucion x = c en el wrdkr [0, 1], ¢. 0. d.

c)
Una funcidn tiene un punto de inflexién para lafov
res que anulan la segunda derivada.

f'(x):ex+% g f"(x):ex—x—lzzo . @x?-1=0. fx)

Por ser f(x) monoétona creciente en su dominiaginlia
ca solucion es para x = ¢, que es la Unica soludedia ecua- /
cion f"(x)=0 = ex*-1=0, lo que implica que la solucién x
= c es el tnico punto de inflexién de f(x), commss pedia —5
deducir.

[y
><VV

Teniendo en cuenta que la recta x = 0 es unaoéasint
vertical de la funcién y que es mondétona crecignee tie-
ne un punto de inflexion en el punto P(c, 0) siendm valor
perteneciente al intervalo (0, 1), la representagiafica de
la funcidn es, aproximadamente, la que indicadaré ad-
junta.
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3°) Sea M una matriz cuadrada que cumple la eauact -2M =3I, donde | denota la
matriz identidad.

a ) Estudiar si existe la matriz inversa de M. Bsccinformativo expresar fen térmi-
nosde Me |l

: b - .
b ) Hallar todas las matrices M de la for@a a} que cumplen la siguiente ecuacion:

M?-2M =3I .

a)
La expresionvi®-2M =3I puede ponerse de la forma:

M2-2M =3l = M -(M-21)=3I ;; M -M;Z' =1,
Teniendo en cuentaque -M™*=M™ .M =1, de lo anterior se deduce que:
M_l:M _2|
3

Existe M ™ cuando|M [#0 y [M =21 |#0

b)

) a b) (a b a b 10
M*-2M =3I = . -2 =3 ;;
b a/ (b a b a 01

a’+b*> 2ab L[T22 -—20)_(3 0 _ a®+b*-2a=3
2ab a’+b?) (-2b -2a) |0 3 2ab-2b=0 - 2bfa-1)=0-a=10b=0

1 2 1 -2
a:1:1+b2—2:3;;b2:4:b1=2;;b2:—2:M1=(2 1);; Mzz( j

_ 244412 _2%16 _2+4 _

b=0=a’-2a=3:; a’-2a-3=0;; a=
2 2 2

) -1 0) 30
—a=-1;8=3=M=| ~ "|iM=| |
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4°) Un cuadrado tiene dos vértices consecutivdespuntos P(2, 1, 3) y Q(1, 3, 1); los
otros dos sobre la recta r que pasa por R(-4)7, -6

a ) Calcular la ecuacion de la recta .
b ) Calcular la ecuacion del plan@ue contiene al cuadrado.

c ) Hallar las coordenadas de uno de los otrosiceér

a)
Los puntos P(2, 1, 3) y Q(1, 3, 1) determinaneetor v =QP=(1, -2, 2).

La recta r tiene como vector directorve=QP=(1, -2, 2) y pasa por el punto
R=(-4, 7, -6); su expresion, por ejemplo, en unas ecuacionesrgdricas es:

X=-4+A
rsqy=7-24
z=-6+21

b)
El plano que contiene al cuadrado contiene a éssguntos P, Q y R dados.

El vector u = RP=(6, - 6, 9) es director del plans.

La expresion general del planaes la siguiente:

x-2 y-1 z-3
IT(P; U, E)E 6 -6 9 [=0::
1 -2 2
_12(X—2)+9(y—1)—12(z—3)+6(2-3)+18(X_2)_12(y_1):O .

6(x—2)—3(y—1)—6(z—3):0 5 2(x—2)—(y—1)—2(z—3):0  2X—4-y+1-22+6=0.

n=2x-y-2z+3=0

c)
El haz de planos perpendiculares a r tiene poresign general la siguien-
te:a =x-2y+2z+D =0. De todos los planos del hazel plano que contiene al punto,

por ejemplo P(2, 1, 3), es el que satisface sucgmira

2-2:1+2-3+D=03;;, 2-2+6+D=0;; D=-6 = f=x-2y+2z-6=0.




El punto S de interseccion del plghoon la recta r es un vértice del cuadrado:

X=-4+A
rssy=7-24 ~ vy ~ P
610l = (-4+1)-27-22)+2(-6+21)-6=0 ;;

P=Ex-2y+22-6=0
~4+A-14+4)-12+41-6=0;; 91-36=0;; 1-4=0;; A=4 = S(0, -1 2).
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