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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Indicaciones:

1.-Optatividad: El alumno debera escoger una dddasopciones, pudiendo desarrollar
los cuatro ejercicios de la misma en el orden qsee.

2.-Calculadora: Se permitird el uso de calculado@mprogramables (que no admitan
memoria para texto ni representaciones graficas).

Criterios generales de evaluacion de la pruebaolServaran fundamentalmente los

siguientes aspectos: correcta utilizacion de lasceptos, definiciones y propiedades

relacionadas con la naturaleza de la situacionsguiata de resolver. Justificaciones
tedricas que se aporten para el desarrollo deefgmiestas. Claridad y coherencia en la
exposicion. Precision en los calculos y en lasaiotees. Deben figurar explicitamente

las operaciones no triviales, de modo que puedmmstruirse la argumentacion légica

de los célculos.

OPCION A

3x-y+mz=0

1°) a ) Discutir el sistema de ecuaciones line =m , segun los valores
mx-3y+mz=-2m

del parametro m.

b ) Resolverlo para m = 0.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:

3 -1 m 3 -1 m O
M=1 1 O|jyM=1 1 0 m
m -3 m m -3 m -2m

El rango de la matriz de coeficientes en funciémdes el siguiente:
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3 -1 m
IM|=|1 1 0[=3m-3m-m*+m=-m’+m=-m(m-1)=0= m =0;; m, =1.
m -3 m

m#0 ., . ,
Para { 4 1} = RangoM = RangoM'=3=n° incdég = Compatibledeterminado
m

3 -1 00
Param=0 = M'=|1 1 0 0| = RangodeM'=2.
0 -3 00

3 -110 3 -1 0
Param=1= M'=|1 1 0 1 |={C,C,C}=[1 1 1]|=
1 -31-2 1 -3 -2

3 -1 0
c.c,.cl=/1 1 1|=-6-1+9-2=0
1 -3 -2

31 0

= Jc,.C,.Cl=[1 0 1[=1-3+2=0 = RangoM'=2
11 -2

-11 0
c,,c,.cl=11 0 1|=-3+1+2=0
-3 1 -2

Para { _1}: RangoM = RangoM '=2<n° inc6g. = Compatibleindeterminado

b)
3x-y=0
Para m = 0 el sistema es+y=0 , que es compatible indeterminado.
-3y=0

x=0
Solucion < y=0, OAOR.
z=A1
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2°) Sean el plana=x+y+z=0, larectar=x=y=z y el punto A(3, 2, 1).
a ) Hallar la recta s que pasa por A, es paralelg eorta ar.

b ) Hallar los puntos de r que equidistan de A x.de

a)
El haz de planos paraleloz éiene por ecuaciop = x+y+z+D =0.

De los infinitos planos que componen el fael planoa que contiene al punto A
es el que satisface su ecuacion:

L=x+y+z+D=0
= 3+2+1+D=0;; D=-6 = a=x+y+z-6=0.

A(3 2 1)
X=A
La expresion de r por unas ecuaciones paraméasiasy=A1.
z=A

El punto Q de interseccion del plang/ la recta r es la solucion del sistema de
ecuaciones que forman:

a=x+y+z-6=0
X=A

=ly- = A+A+1-6=0;31-6=0;; 1-2=0;; 41=2 = Q(2 2 2).
Z=

A
A

Los puntos Q y A determinan el vectoh=A-Q=(3 2 1)-(2 2 2)=(1, 0, -1).

La recta s pedida es la que pasa por los puntgsQA su expresion dada, por
ejemplo, por unas ecuaciones continuas es la siguie

Xx-3_y-2_z-1
1 0 -1

S

b)
La expresién de un punto genérico de r es datad®(4, A, A).

d=AP=(1 -3 +(1-22 +(1-1)? =V -61 +9+ ¥ 41 +4+ ¥ —21 +1=

=312 -121+14=d.

La distancia de un punto a un plano viene daddagdrmula siguiente:



_|A% +By,+Cz +D|

d(P; 77) . Aplicandola al planor=x+y+z=0 y al punto dado
VA?+B?+C?
P@, A, A):
a(a m=AAAL - 13 B 5 nidades

JZ+12+12 J1+1+1 43

Tiene que sed(A; )= AP: \/3A =32 -124+14 ;; 32 =312 -124 +14 ;;

-121+14=0;; -6A+7=0 ;; /1:%.

El Unico punto de la recta r que cumple la coddiclada es el siguiente:

7 7 7
Q(a’ 6’ 5)
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3°) Seaf(x)=(x+1)-e™. Determinar los intervalos de crecimiento y deion@&nto, ex-

tremos relativos, intervalos de concavidad y comagk puntos de inflexion y asinto-
tas. Esbozar su gréfica.

Una funcion es creciente en un punto cuando Suatker es positiva en ese punto
y decreciente cuando es negativa.

(x)= x+1 _ f,(X):l-ex—(>2<x+])-eX :1—(x+ ):—_x

e e e" e’
Teniendo en cuenta qee>0, OxOR, lo cual significa que:

f'(x)>0 = x<0 = Creciente (-, 0) ;; f'(x)<0 = x>0 = Decrecieng: (0, ).

Una funcién tiene un extremo relativo para los kedaeales de x que hacen que
se anule su primera derivada.

_X=O ox=0.

f'(x)=0
(=0 = =0 x=0

Un maximo o un minimo relativo se produce cuando:

L . '(X)=O . i f'(x):O
Maximo relativo = ;7 Minimo relativo = .
f'(x)<0 f(x)>0

f"(0)=o—_l:_—1=—1<0 = Méaximo relativo para x=0.
° 1

f(0)=(0+1)-e°=1 = Maximo: A0, 1)

Los intervalos de concaviddd) y convexidad(d) se producen cuando la se-
gunda derivada es negativa o positiva, respectingme

1

Teniendo en cuenta qufe'(x) = 2=

=~ =y quee*>0, OxOR, lo cual supone que:
€

f'(x)<0 = x<1 = Concavidad (-, 1) ;; f"(x)>0 = x>1 = Convexidad (1, «)

Una funcion tiene un punto de inflexion para lasoves que anulan la segunda
derivada y hacen que la tercera derivada seatdistencero:



f)= 2_11:%7&0 = Puntoinf. para x=1.

f(l):(1+]).e—1:§ Pl = B(l 3

El punto de corte de la gréafica con el eje OXami(x) =y = 0:

f(x)=0=(x+1-e™ ;; Xe—tl:O ; x+1=0; x=-1;; C(-1 0).

AY
A R
- ()
C 3 -
O X
Asintotas horizontales: son de la forma y = kndie
lim lim lim
y=k= f(x)= X4x_1=2:>Indet.:>(L'HopitaI):> =iX:O.
X — +o00 X » +oo0 @ 00 X - +to0o e
lim lim -
y=k= A= T T wwmw o No
X — —00 X > —00 e e T

La rectay = 0 (eje +X) es asintota horizontalad®ihcién.

Asintotas verticales: son los valores reales geexanulan el denominador:

e =0 = xOR = No tiene.



Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + npdtem real y distinto de 0y n
real.

lim  f(x [im X im 1 1 .
m= ()= = —=—=0 = No tiene.
X->0 X Xo+ox-e° X 4oet o —_—

La representacion grafica de la funcion es laapsrece en dibujo adjunto.
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49 a ) Hallar fim - x-L(x+1) b)CaIcuIarj“ 1+1

X > +0 X2 +1

a)
lim  x. L(x+1) . Lo o im LD+
=— = Indet = {L'Hopital} = — x#l.
X - 0 X*+1 00 00 X — +oo 2X
+1
- L (x+)+ T
_ fm el x ot o Indet= {L Hopital}= m X+l -
X o+ 2x(x+1) -0 0o X » 400 2. (x+1)+2x -1
lim |_(x+1)+1+1 0 +2 _® Indet={L Hopital}= im 41 :gzgzg
X — +oo 4xX+2 w+2 X — +00 4 4 4

lim x-L(x+1)

2 =0

b)
j\/x_+1+1_dxzjx/x_+1

Xx+1 X+1

dx +j— dx= x+1)_% -dx+jxi+l-dx:M+N. (**)

1

1 X+1=t t2

M =I(x+1) 2-dx = {dx:dt} jt 2.dt= T+Cl=2x/f+C1=2\/x+1+Cl.
2

+1=t
N=[-T dx= | = [F-dt=Lt+C,=L|x+1[+C, .

X+1 dx=dt t _
Sustituyendo en (**) los valores obtenidos de M:y N

I—X):L;l ~dx=2y/x+1+L|x+1|+C
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OPCION B

1°) Sea la matrimm=| 0 2

1 1 1
1
-1 -2 -2

a ) Calcular M,

b ) Calcular la matriz X que cumple X - M + M = 2M

1

1 1 1
2 1|=-4-1+2+2=-1. MT =1
-1 -2 -2 1
2 —2‘ e —2‘ F 2
-2 1 -2 |11 2 0 -1
0o -1] |1 -1 10
- =l-1 -1 -1
1 -2 |1 -2 11 s 1 o
-1 |1 -1 |10
-2 1 -2 |1 2

X-M+M=2M?;; X -M=2M2-M =M -(2M -1).

0 -1
2 -2
1 -2
2
= M™*=| 1
-2

0
1
-1

-2

Multiplicando por la derecha los dos términos pot. M

X-M-Mt=M-2M-1)-M?; X 1=M-2M-1)-M*;; X=M -(2M -1)-M .

a)

[M[=|0
Adj(MT)= +
b)

X =M

1 1 1
=lo 2 1
-1 -2 -2
1 2 2
-0 3 2
-2 -4 -5

1 1 1 1

1210 2 1 1|-|0

-1 -2 -2 0

1 2 2 2

O 3 2 1

~2 -4 -5/ |-2
=X.

00 2
1 0/|-M*=M-[| O
01 -2
0 1 -1 1 -1
1 1 |=|-2 2

-1 -2 3 0 4
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2°) Sean las rectassx=-y=z-1y s=x-2=y=z-m.
a ) Determina m para que las rectas sean coplanaria

b ) Para m = 2, calcular la distancia entre latagec

a)
Los vectores directores de las rectas sor(1, -1, 1) y v, =(1 1, 1), que son li-
nealmente independientes por no ser proporciosale€omponentes, por lo cual, para

qgue las contenga el plances necesario que sean secantes, es decir: tisadBrer un
punto en coman.

X=A X=2+Uu
Las expresiones paramétricas dery s sgly=-1 y s=iy=yu
z=1+/ zZ=m+u
. . A=z A=2-)
Tiene que cumplirse que-A =y = {1” _ m—)l} = A=1;; m=3.
1+A=m+yu

Las rectas r y s son coplanarias para m = 3.

b)
Param = 2 las rectas r y s se cruzan.

Se entiende como distancia entre dos rectas queusan, a la menor distancia
entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquelaasitigacion.

Para calcular la distancia entre las rectas vaandsterminar un paralelepipedo
cuyas dimensiones son los vectores directoressdeetdas r y s y otro vector que tiene
como origen un punto A de la recta r y como firtab punto B de la recta s, tal como se
observa en la figura.

Un punto de r es A(O, 0, 1) y un punto de s es 8(2).



w=AB=B-A=(20,2)-(0,01=(201).

El volumen del paralelepipedo es el producto midddos tres vectores. Por otra
parte, también se puede determinar el volumen @muooducto del &rea de la base por
la altura. Observemos que la altura h es igualkdsstancia pedida d entre ambas rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la sigufentea:

e\ . v, -lv, Ow
V:Vr '(VSDW): V, DVS -h= V, DVS -d = d= _( — )‘
v, Ovg
1 -11
o 1 11
PR e B R I Y R R
U OV T d K[| [Fitivkekeizg] [-2+2k] 2-i+K]
-11
11 1
1 1 1 _1 _ 42
Sk e Tl 2 2 unidades=d(r, s).
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39 a ) Enunciar el teorema del valor medio de aage. Dar su interpretacion geome-
trica.

1

e si x<0
b ) Estudiar la continuidad de la funcidfx)={ k si x=0 en el interval{—’—;, IET)
1-cosx

senx

si x>0

segun los valores de k.

a)
El teorema del valor medio del calculo diferenciambién conocido como teo-
rema de Lagrange, se puede enunciar del modo stguie

“Si f(x) es una funcion continua en el intervadg Ip] y derivable end, b), enton-
ces, existe al menos un puntd(a, b) que cumple:f'(c):L;(a)”.
Y La interpretacion geométrica puede
f(b) Q apreciarse mas facilmente mediante la
figura adjunta.

Considerada la funcion f(x), conti-
nua en ¢, b] y derivable end| b) existe,
por lo menos un punto N perteneciente al
intervalo @, b) en el que la recta tangente
a la gréfica f(x) es paralela a la cuerda
gue une los puntos P y Q de coordenada:

Pla. f(a)] y Qb f(b)].

(o)

b)
La funcion f(x) es continua en el intervaﬁe’—;, IET) excepto para x = 0, cuya

continuidad es dudosa.

Para que f(x) sea continua para x = 0 tiene queplbtse que los limites por la
izquierda y por la derecha sean iguales, e iguadlal de la funcién en ese punto:

=

[im [im _
_ (X): _ex :em:Q
X~ 0 x-0 [im [im
- - = T H=10)= ()
) f(X)= . 1_COSX=Q (*)
X-0 X - 0" senx



lim senx_O_0
X->0cosx 1 —

lim 1- - - i
*) 1-cosx _1-cos0_1-1_0 ... — {L'Hopital} =
X - 0 senx sen0 0 O

La funcién f(x) es continuaen (—7—27 gj
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4°) a ) Determinar las asintotas horizontales tioates de la funciérf(x)zz;z.
X" —=X-

b) CalcularIZ;2 - dx.
X" —X-

a)
Las asintotas pueden ser horizontales, vertigabédicuas.

Horizontales. Son de la forma y = k y son los keddinitos de la funcidon cuando
lim lim 1

f(x)= ——=0.
(o0]

X tiene a infinito. y=k = 5
X X >0 X —X—-2

—

La recta y = 0 (eje X) es asintota horizontal dietecion.

Verticales. Son de la forma x = k y son los vaddiritos que anulan el denomi-
nador de la funcion.

_1#+1+8 _1£49 _1+3 N

X2=x-2=0; x=
2 2 2

Las rectas x = -1 y x = 2 son asintotas verticadéek funcion.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatitbeslas horizontales.

b)
X2 —x-2=(x+1)(x-2).

1 1 A B
= +

! :jﬁ.dx:jm-dx: X -x-2 (x+)x-2) x+1 x-2

_ Ax=2A+Bx+B _ (A+B)x+(-2A+ B):> A+B:O} A+B=0

A=-1;; A=-
(x+1)(x-2) X2 = x—-2 -2A+B=1 }33 K

2A-B=-1

Wk

-dx:—EL|x+1|+EL|x—2|+C:EL
3 3 3

+C=1.

X—2
X
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