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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Indicaciones:

1.-Optatividad: El alumno debera escoger una dddasopciones, pudiendo desarrollar
los cuatro ejercicios de la misma en el orden qsee.

2.-Calculadora: Se permitird el uso de calculado@mprogramables (que no admitan

memoria para texto ni representaciones graficas).

Criterios generales de evaluacion de la pruebaolBervaran fundamentalmente los

siguientes aspectos: correcta utilizacion de laxeptos, definiciones y propiedades

relacionadas con la naturaleza de la situacionsguigata de resolver. Justificaciones
tedricas que se aporten para el desarrollo deefgmiestas. Claridad y coherencia en la
exposicion. Precision en los calculos y en lasaiotees. Deben figurar explicitamente

las operaciones no triviales, de modo que puedmmstruirse la argumentacion légica

de los célculos.

OPCION A
2 3 1
1°) Sean las matrices=|1|, B=| -1|y C=|2|.
a -4 1

a ) Calcular, cuando sea posible, las matriceBCB™- CyB - C.

b ) Hallara para que el sistema-A+y-B=4C de tres ecuaciones y dos incognitas x, Yy,
sea compatible determinado y resolverlo para ese dao.

a)
1 3 -1 -4
B'=(3 -1 -4). C-B'=[2|-(83 -1 -4)=|6 -2 -8].
1 3 -1 -4
1
B'-C=(3 -1 -4)|2|=(3-2-4)=(-5).
1
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3 1

B-C=|-1|-|2|= No es posible el producto
-4] (1

Nota: Para que el producto de dos matrices puedduaise el nimero de columnas de
la primera tiene que ser igual al nimero de fimtadsegunda.

b)
2 3 1 2X 3y 4 2x+3y =4
X-A+y-B=4C = x| 1 |+y-|-1[=4-|2]|;;| X |+ ~y |=]|8|= x-y=8;.
a -4 1 ax -4y 4 ax—4y=4

Se trata de un sistema de tres ecuaciones canammitas. Segun el teorema de
Rouché-Frobenius, para que sea compatible detadmiesnecesario que los rangos de
las matrices de coeficientes y ampliada sean amgbates a dos.

2 3 4
La matriz ampliada esi'=| 1 -1 8|; para que su rango sea 2 es necesario qu
a -4 4
su determinante sea cero:
2 3 4
IM'|=|1 -1 8|=0;; -8-16+24a+4a+64-12=0;; 28a=-28 = a=-1.
a -4 4

Para gque el sistema dado sea compatible determiigg#oque sex = -1.

2x+3y=4
Parao = -1 el sistema resulta serx-y=8}. Despreciando la primera ecuaciéon y
-X—-4y=4
resolviendo por la regla de Cramer:
8 -1 1 8
X=‘4 —4‘ _—32+4_-28_28_ yz‘—l 4‘= 4+8 :1_2:_1_2:y.

1 -1 -4-1 -5 5 -5 -4-1 -5 5
-1 -4
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2°) Sean los puntos A(Z, 2, -1), P(0, 0, 5), Q(%)¢ R(O, 1, 6).

a ) Hallar la ecuacion de la recta r que pasa bpumo A, es paralela al plamoque
pasa por los puntos P, Q y R, y tal que la princeraponente de su vector director es
doble que la segunda.

b ) Hallar la distancia del punto A al plano quseaapor P, Q y R.

a)
Los puntos P, Q y R determinan los siguientesovest

u=PQ=Q-P=(10,4)-(0,05)=(1 0, -1).
v=PR=R-P=(0,1,6)-(0,0,5)=(0,11).
Xy
Los puntos P, Q y R determinan el plar(e; u, V)s 1 0 -1|=0;
0 1

Zz-5+Xx-y=0 = m=x-y+z-5=0.

Un vector normal del planeesn =(1, -1, 1),
El vector director de la recta r es de la forma: (2m, m, a).

Por ser r paralela a, el vector director de la rectg =(2m m, a) y el vector
normal del planon =(1 -1, 1) son perpendiculares, por lo cual, su productol@ses
cero:

—

n-v, =0= (1, -19-(2m m a)=0;; 2m-m+a=0;; a=-m= v. =(2 1 -1).

La recta r, expresada por unas ecuaciones pareasetes la siguiente:

X=1+2A
rsqy=2+A,
z=-1-A
b)
La distancia del punt@,(x,, y,, z,) al plano n= Ax+By+Cz+D =0viene dada por
. Ax, + By, +Cz, + D
la formulad(p,, n):| 0T h 5 |.
VA?+B*+C?

Aplicandola al planor=x-y+z-5=0 y al punto A(1, 2, -1), es:



|1.1—1-2+1.(_1)_5| |1_2_1_5| |_7| 2 23
d(A )= _ 7 B
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3°) Sea la funcic’)nf(x):{a X: bx 3! SS X<1 Hallaa, b y ¢ sabiendo que f(x) es conti-
CLX s1l1<Xx

nua en(0, «), la recta tangente a f(x) en el punto de abscs% es paralela a la recta

y=-4x+3, y se cumple que f(x) - dx=2.
1

Para que la funcion sea continua para x = 1 tiemeogmplirse que los limites
por la izquierda y por la derecha sean igualegualés al valor de la funcion en ese

punto:

X -1 X —
Para x=1= < . = a+b=0. (1)
™ t)= "™ (cLx)=c-0=0
X -1 X -1 -

La pendiente de la tangente a una funcién en atopes el valor de la derivada
en ese punto. Paba:l—l6 la funcion esf(x)=avx +bx y la derivadaf'(x):%m.
X

La tangente tiene la misma pendiente que la reetadx+3 por ser paralela a
ella, por lo cual:

m=-4=f'(%)= —a\/ZE+b=2a+b;;2a+b:—4. (2)

. . .2 =-4
Las ecuaciones (1) y (2) determinan el sstg?fab_o }:

2a+b=-4
=
-a-b=0

Jgf(x)-dx=2 = TCLX'dXIC-TLX-dx:Z_ *)
1 1 1

El valor de la integral indefinid@Lx-dx se obtiene mediante el método de inte-
gracion por partes, del modo siguiente:
u=>LX - duzidx

J'Lx-dx:>{[u-dv=u-v—jv-du}:> X :Lx-x—jx-ldx:
dv=dx - v=X X



= xLx—J.dx: xLx—-x=x(Lx-1). Sustituyendo este valor en (*):

c-[x(Lx—l)]le=2 - c-{[e-(Le—l)]—[l-(Lx—l)]}=2 - c-[e-(l—l)—0+1]:2 5 €=2
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4°) a ) Estudiar el crecimiento de la funciéfx) = x* +3x* -3.

b ) Probar que la ecuaciéfi+3x* -3=0 tiene exactamente tres soluciones reales.

a)
La funcién f(x)=x*+3x*-3, por ser polindémica es continua y derivable en sL
domino, que es R.

Una funcién es creciente cuando su derivada dtvaog decreciente cuando es
negativa.

f'(x)=3x® +6x=3x(x+2)=0 = x, =-2;; X, =0.

Los valores que anulan la derivada dividen el dongde f(x) en tres intervalos
en los que la funcién es creciente o decrecietiegrnativamente, en los tres intervalos,
que son(-w, -2), (-2, 0) y (0, +).

Considerando el valor sencillo x = 1 perteneciahtatervalo(0, + ), se tiene:

f'(1)=3-(1+2)=6>0 = Creciente

De lo anterior se deducen los periodos de crectmigmecrecimiento de la fun-
cion f(x), que son los siguientes:

Crecimiend = f'(x)>0 = x0(-w, —2)0(0, +w)

Decrecimiato = f'(x)<0 = xO(-2, 0)

b)
Sabiendo que la funciém(x)=x®+3x*> -3 tiene extremos relativos para x = -2 y

para X = 0, segun los periodos de crecimiento yed@niento determinados, para x = -2
tiene un maximo relativo y para x = 0 tiene un mimirelativo.

Como quiera que f(0) = -3 y(-2)=(-2)°*+3-(-2)*-3=-8+12-3=1>0, segun el
teorema de Bolzano, en el intervalo (-2, 0) la euax® +3x*-3=0 tiene exactamente
una raiz real (primera).

Siendo f(0) = -3 y la funcion f(x) creciente en &), necesariamente la ecuacion
dada tiene una y solo una raiz real mayor que Eenoejemplo, y recurriendo de nuevo
al teorema de Bolzand,(1)=1°+ 3-12-3=1+3-3=1>0, lo que significa que en intervalo
(0, 1) la ecuaciéon® +3x* -3=0 tiene una raiz real (segunda).

Por un razonamiento similar al anterior, siend®)fe 1 y f(x) creciente en el in-
tervalo (-», -2), la ecuacion dada tiene una y solo una raiz remlomque -2. Por



ejemplo, aplicando el teorema de Bolzam@:3)=(-3)* + 3-(-3)* -3=-27+27-3=-3<0,
lo que implica, necesariamente, que la ecuagiér8x’ -3=0 tiene una raiz real en el
intervalo (-3, -2), que es la tercera y Ultima raia de la ecuacion.
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OPCION B

a -2 0
1°)SeaA: 0 -2 0.
0 1 a

a ) ¢ Para qué valores @déa matriz A es inversible?

b ) Estudiar el rango segun los valoreside

c ) Hallara para que se cumpla que' =%A.

a)
Una matriz es inversible cuando su determinantbséisito de cero.
a -2 0
|A|=|0 -2 0|=-2a’=0= a=0.
0O 1 a
A esinversible Dall R—{O}
b)
0 -2 0
Parao =0 esA=|0 -2 0|, cuyorangoes 1.
0 1 0
Paraoa = 0 el rango de A es uno y para O el rango de A es tres.
c)
a -2 0
Para hallar la matriz inversa de=|0 -2 0| se procede por el método de
0 1 a
Gauss-Jordan.
a -2 0/100 a 0 0/1 -10
(a/1)=|0 -2 0|0 1 0|={F, -F-F}=|0 -2 0|0 1 0|
0 1 a0 01 0 1 al0 0 1
1001 -10 1 ojf -1 0
F, - 1F
=1L 1F:OlOO—%O:{F3—>F3—F2}30100—%O:
27 272 o001 al0 0 1 00alo0 4 1
100/ -1 0 %—%012—20
={Fr ~iF}=1]0 1 0/0 -1 0|=> A'=|0 -1 0|=—~:[0 -a 0
0010 & 1 o L 1 0 1 2




. . 2 -2 0 . a -2 0
Paraquesea*:ZAzg- 0 -a 0|==:|0 -2 0| = a=2.
0 1 2 0 1 a
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2°) Sean los puntos P(1, 4, -1), Q(0, 3, -2) wtar E{);:i—m

a ) Hallar la ecuacion del plafiaque pasa por el punto P, por un punto R de la regt
es perpendicular a la recta que pasa por Q y R.

b ) Hallar el angulo que forman la recta r y ehplae = x-y-3=0.

a)
x=1
La expresion de r por unas ecuaciones parameggas y=4+1. El punto R,
z=A
por pertenecer a r, tiene la expresion de la foR{ias+ A, A).

La recta s que pasa por los puntos Q(0, 3, -Bj1y4+4, A) tiene como vector
director a cualquiera que sea linealmente depetedel vector que determinan estos
dos puntos, que e =QR=(1-0,4+4-3 A+2)=(1, 1+1 A+2).

El haz de planos perpendiculares a la recta & tigra ecuacién general de la
forma y=x+(A1+1)y+(A+2)z+D =0.

De los infinitos planos que componen el hael planoB, por pasar por los pun-
tos P y R, es el que satisface sus ecuaciones:

y=x+(A+1)y+(A+2)z+D=0

}:>1+4(/] +1)-(1+2)+D=0;;1+41+4-1-2+D=0;;
P(1 4, -1)

31+3+D=0. (1)
y=x+(A+1)y+(A1+2)z+D =0

R(L, 4+4, A) }3“(4”')(/1 +1)+A(A+2)+D =0 ;;

I+4A+4+ X + A+ ¥ +21+D=0;; 2/*+7A+5+D=0. (2)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaci(ies(2):

= 22 +71+5-31-3=0:: 24 +41+2=0 :;

31+3+D=0| - D=-31-3
212+71+5+D =0

P +2A+1=0;; (A+1*=0= A=-1;; D=3-3=0=D.

El planop pedido es: 3=x+2z=0.



b)
Para facilitar la comprension del ejercicio hacemo esquema de la situacion:

p x=1
El angulos que forman el planam=x-y-3=0 y la rectar s{ es el com-

plementario del angulp que forman el vectorn, =(0, 1, 1), director de r, y el vecton ,
normal al planer, que esn =(1, -1, 0)

Sabiendo que el angulo que forman dos vectorelediece del concepto de pro-
ducto escalar:

v on=lT _Von (019
vV, - n=|y, ‘ ‘ CoOs$p = cos¢g=send= r‘ m m
0-1+0 _ -1 _ 1

= §,=210 ;; J,=330.

Tl Al V242 2

La interpretacion adecuada es el planola recta r forman un angulo de 30°.
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3°) Sea la funciérf(x)zﬁ.

a ) Calcular sus asintotas y estudiar su crecimigniecrecimiento.

b ) Dibujar el recinto comprendido entre la recta ¥, la grafica de la funcion f(x), el
eje OY y la recta x = 2; calcular el area de diawnto.

a)
Las asintotas de la funcidn son las siguientes:

Horizontales: son los valores finitos que tomaulacfon cuando x tiende a valer
infinito; son de la forma y = k.

lim
y=k= f(X)= ——=1=y.

X » too X — oo X+ ——

Verticales: son los valores de x que anulan el ohgmador: x+2=0 = x=-2.

Oblicuas: No tiene.

(Para que una funcion racional tenga asintotasuats es necesario que el grado
del numerador sea una unidad mayor que el graddeti@iminador).

Teniendo en cuenta que el dominio de la funcién(é$= R-{- 2}, los intervalos
de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

f'(x)= 1-(x+2)-(x-2 -1 _x+2-x+2_ 4

(c+2f (2l (xr2f

f'(x)>0, OxOD(f) = La funcién es crecienteen su dominio.

b)

Para calcular la superficie pedida debemos taneuenta que en el intervalo co-
rrespondiente a la misma, todas las ordenadasadéntota horizontal y = 1 son mayo-
res gque las correspondientes ordenadas de la fynaique facilita su calculo, como se
hace a continuacion:

L i, %x-2 _fx+2-x+2 ¢ 4
S—![l £ (x)] dx—{(l X+2j dx= >0 dx—ox+2 dx.

Haciendo el cambio de variable adecuado, asi comlrhites de integracion co-
rrespondientes, resulta:



2 — — — 4
S:ji-dx: {X+2—t X—2—>t—4} N S;4.I1‘.dt:4.[|_t]‘2‘:4.(|_4_|_2):
X::O — t::2 2t

dx=dt

=4.(L2°-L2)=4-(2L2-1L2)=4L20277 % =S.

La representacion grafica, aproximada, de la imes la siguiente:

I
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4°) Determinar, de entre los triangulos isOsceéepatimetro 6 metros, el que tiene area
maxima.

S:E:Méxima .y p=2a+b=6;; a:tb.
2 2
_ 2 2 _ 2 _RK2 _

hzz(ﬁ bj _(Ej _36-120+b7-b® _36-1D o o .
2 2 4 4

h=v9-3b.

Sustituyendo el valor de h en la férmula de laesligie, queda:

S:bh:b\/9_3b:1 ’9b2_3)3.
2 2 2
1 18-9b? 9 2b-b* 9 2-b
S=—- =—- =—- =0 = 2-b=0;; b=2metros.
2 2\op*-3p® 4 bV9-3b 4 J9-3b _—
_G;bzﬂ__:Zmetros:a
2 2

Como se aprecia, se trata de un triangulo equilater

A continuacion se justifica que el area es maxima.

4 (o-6No-6

~5.49-30-(2-b). >
S':g. 2-b :>S:g 2 9_3b: 4_ 2( )+ =
4 Jo-3p 4 (9_3b)2 4 (9-30K9-30
__45 18-6b+2-b _ 45  20-7b  _
4 (9-3bK9-3 4 (9-3bW9-3
5'(2)=- 45 20-14 _ 45 6

<0 = Méx, cq.j.

33

4
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